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Całką niewłaściwą Riemanna I rodzaju

Definicja 1
Niech f : [a,+∞)→ R będzie funkcją całkowalną w sensie
Riemmana na każdym z przedziałów domkniętych [a, β], gdzie
a < β. Całką niewłaściwą Riemanna I rodzaju funkcji f na

przedziale [a, b] nazywamy granicę lim
β→+∞

β∫
a
f (x)dx i oznaczamy ją

symbolem
+∞∫
a

f (x)dx .

Jeżeli powyższa granica istnieje i jest skończona, to mówimy, że
całka niewłaściwa

∫+∞
a f (x)dx jest zbieżna, natomiast jeżeli

granica ta nie istnieje lub jest niewłaściwa, to mówimy, że całka
niewłaściwa

∫+∞
a f (x)dx jest rozbieżna.



Rysunek: Interpretacja geometryczna całki niewłaściwej Riemanna I
rodzaju na przedziale [a,+∞)



W analogiczny sposób definiuje się całkę niewłaściwą Riemanna I
rodzaju

∫ b
−∞ f (x)dx funkcji f określonej na przedziale (−∞, b], jak

również pojęcia jej zbieżności i rozbieżności. Przyjmujemy wówczas,

że
b∫
−∞

f (x)dx := lim
α→−∞

b∫
α
f (x)dx .



Rysunek: Interpretacja geometryczna całki niewłaściwej Riemanna I
rodzaju na przedziale (−∞, b]



Przykład I

Przy ustalonej liczbie a > 0 zbadajmy zbieżność całki
∫+∞
a

1
xp dx w

zależności od wartości parametru p ∈ R.
Przypadek 1. p ̸= 1.
+∞∫
a

dx

xp
=

+∞∫
a

x−pdx = lim
β→+∞

β∫
a

x−pdx = lim
β→+∞

[ x−p+1

−p + 1

]β
a

= lim
β→+∞

[ 1
(1− p)xp−1

]β
a
=

1
1− p

lim
β→+∞

( 1
βp−1 −

1
ap−1

)
.

Zauważmy, że lim
β→+∞

1
βp−1 =

{
+∞, gdy p − 1 < 0,
0, gdy p − 1 > 0,

a zatem
+∞∫
a

dx
xp =

{
+∞, gdy p < 1,

1
(p−1)ap−1 , gdy p > 1.

Przypadek 2. p = 1.
+∞∫
a

dx
x = lim

β→+∞

[
ln x
]β
a
= lim
β→+∞

(lnβ − ln a) = +∞.



Definicja 2
Niech f : R→ R będzie funkcją całkowalną w sensie Riemanna w
każdym przedziale domkniętym [α, β] zawartym w R. Całkę
niewłaściwą Riemanna I rodzaju funkcji f w R definujemy jako
+∞∫
−∞

f (x)dx :=
a∫
−∞

f (x)dx +
+∞∫
a

f (x)dx ,

gdzie a jest dowolnie wybranym punktem z R. Jeżeli obie całki w
powyższej sumie są zbieżne, to mówimy, że całka

∫+∞
−∞ f (x)dx jest

zbieżna. Gdy któraś z tych całek nie istnieje lub jest rozbieżna, to
mówimy, że całka

∫+∞
−∞ f (x)dx jest rozbieżna.

Należy podkreślić, że jeżeli całka
∫+∞
−∞ f (x)dx jest zbieżna, to

można wykazać, że jej wartość nie zależy od wyboru punktu a ∈ R
w powyższej definicji.



Niewłaściwość całki ze względu na funkcję podcałkową
(całka II rodzaju)

Definicja 3
Niech (f : [a, b)→ R) będzie funkcją całkowalną w sensie
Riemanna na każdym z przedziałów domkniętych [a, β], przy czym
(a < β < b). Załóżmy, że funkcja (f ) jest nieograniczona w
pewnym lewostronnym sąsiedztwie punktu (b). Całką niewłaściwą

Riemanna II rodzaju funkcji (f ) nazywamy granicę lim
β→b−

β∫
a
f (x)dx

i oznaczamy ją symbolem
b∫
a
f (x)dx .

Jeżeli powyższa granica istnieje i jest skończona, to mówimy, że
całka niewłaściwa

∫ b
a f (x)dx jest zbieżna, natomiast jeżeli granica

ta nie istnieje lub jest niewłaściwa, to mówimy, że całka
niewłaściwa

∫ b
a f (x)dx jest rozbieżna.



b

Rysunek: Interpretacja geometryczna całki niewłaściwej Riemanna
II rodzaju w przedziale [a, b)



W analogiczny sposób definiujemy całkę niewłaściwą Riemanna II
rodzaju w przypadku, gdy funkcja f : (a, b]→ R jest całkowalna w
sensie Riemmana na każdym z przedziałów domkniętych [α, b], przy
czym a < α < b, oraz jest nieograniczona w prawostronnym
sąsiedztwie punktu a. Wówczas przyjmujemy, że
b∫
a
f (x)dx := lim

α→a+

b∫
α
f (x)dx .

W tej sytuacji analogicznie jak wyżej definiuje się pojęcia zbieżności
i rozbieżności całki niewłaściwej.



Rysunek: Interpretacja geometryczna całki niewłaściwej Riemanna
II rodzaju w przedziale (a, b]



Niech f : (a, b)→ R będzie funkcją całkowalną w sensie Riemanna
na każdym z przedziałów domkniętych [α, β] , przy czym
a < α < β < b. Załóżmy, że funkcja f jest nieograniczona w
pewnym prawostronnym sąsiedztwie punktu a oraz w pewnym
lewostronnym sąsiedztwie punktu b. Całkę niewłaściwą
Riemanna II rodzaju funkcji f w (a, b) definiujemy jako
b∫
a
f (x)dx =

c∫
a
f (x)dx +

b∫
c
f (x)dx ,

gdzie c jest dowolnie wybranym punktem z (a, b). Jeżeli obie całki
po prawej stronie powyższej równości są zbieżne, to mówimy, że
całka

∫ b
a f (x)dx jest zbieżna. Gdy któraś z tych całek nie istnieje

lub jest rozbieżna, to mówimy, że całka niewłaściwa
∫ b
a f (x)dx jest

rozbieżna.



Przykład

Obliczmy całkę
∫ 1
0

dx
(x−1)2 . Zauważmy, że lim

x→1−
1

(x−1)2 = +∞, a

zatem funkcja podcałkowa jest nieograniczona w lewostronnym
sąsiedztwie punktu 1. Na początku znajdźmy następującą całkę
nieoznaczoną:∫ dx

(x−1)2 =

∣∣∣∣∣ t = x − 1
dt = dx

∣∣∣∣∣ = ∫ 1
t2
dt = −1

t + C = − 1
x−1 + C .

Otrzymujemy zatem

1∫
0

dx

(x − 1)2
= lim
β→1−

β∫
0

dx

(x − 1)2
= (1)

= lim
β→1−

(
− 1

x − 1

)∣∣∣β
0
= lim
β→1−

( −1
β − 1

− 1
)
= +∞, (2)

a więc rozpatrywana całka niewłaściwa jest rozbieżna.



Przy ustalonej liczbie b > 0 zbadajmy zbieżność całki
∫ b
0

1
xp dxw

zależności od wartości parametru p ∈ R.
Przypadek 1. p ̸= 1.
b∫

0

dx

xp
=

b∫
0

x−pdx = lim
α→0+

∫ b

α
x−pdx = lim

α→0+

x−p+1

−p + 1

∣∣∣b
α

= lim
α→0+

1
(1− p)xp−1

∣∣∣b
α
=

1
1− p

lim
α→0+

( 1
bp−1 −

1
αp−1

)
.

Zauważmy, że lim
α→0+

1
αp−1 =

{
0, gdy p − 1 < 0,
+∞, gdy p − 1 > 0,

a zatem
b∫
0

dx
xp =

{
b1−p

p−1 , gdy p < 1,
+∞, gdy p > 1.

Przypadek 2. p = 1.
b∫
0

dx
x = lim

α→0+

b∫
α

dx
x = lim

α→0+
ln x
∣∣∣b
α
= lim
α→0+

(ln b − lnα) = +∞.

Reasumując, całka
∫ b
0

dx
xp jest zbieżna dla p < 1, a rozbieżna dla

p ­ 1.



Twierdzenie 1
Niech f : [a, b)→ R oraz g : [a, b)→ R będą funkcjami ciągłymi;
b oznacza tu liczbę rzeczywistą lub ∞. Załóżmy, że
0 ¬ f (x) ¬ g(x) dla każdego x ∈ [a, b). Wówczas:

1) jeżeli całka
b∫
a
g(x)dx jest zbieżna, to całka

b∫
a
f (x)dx jest również

zbieżna,

2) jeżeli całka
b∫
a
f (x)dx jest rozbieżna, to całka

b∫
a
g(x)dx jest

również rozbieżna.

Przykład 1

Całka
1∫
0
tx−1e−tdt jest zbieżna dla x ∈ (0, 1). Wynika to z

nierówności

tx−1e−t ¬ tx−1 dla x ∈ (0, 1) i t ∈ (0, 1].



Przykład 2
Całka ∞∫

1

tx−1e−tdt

jest zbieżna dla dowolnego x > 0. Wynika to stąd, że

tx−1e−t =
tx+1

et
· 1
t2

oraz

lim
t→∞

tx+1

et
= 0; (3)

zauważmy, że z (3) wynika, że istnieje a > 0 takie, że dla t > a zachodzi
tx−1e−t < 1/t2 i ∫ ∞

a

1
t2
dt =

1
a
.

Dowód Faktu (3) można znaleźć np. w książce K. Kuratowskiego Rachunek
różniczkowy i całkowy, rozdz. 4.6.



Funkcja gamma

Definicja 4
Funkcja Γ określona jest wzorem

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt, x > 0.

Uwaga 1
Dla x > 0 wartość Γ(x) jest sumą dwóch zbieżnych całek
niewłaściwych, por. przykłady 1 i 2.

Fakt 1
Γ(1) = 1.



Fakt 2
Dla x > 1

Γ(x) = (x − 1)Γ(x − 1).

Dowód
∞∫
0

tx−1e−tdt

∣∣∣∣∣ u(t) = tx−1 v ′(x) = e−t

u′(t) = (x − 1)tx−2 v(t) = −e−t

∣∣∣∣∣ = (4)

=
[
− tx−1e−t

]∞
0

+

∞∫
0

(x − 1)tx−2e−tdt = (x − 1)Γ(x − 1). (5)

[
− tx−1e−t

]∞
0

oznacza

lim
T→∞

[
− tx−1e−t

]T
0

Fakt 3
Dla n naturalnego Γ(n) = (n − 1)!.
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Rysunek: Wykres funkcji Γ



Fakt 4
Γ(1

2) =
√
π.

Fakt 5
Dla λ > 0 i x > 0 ∫ ∞

0
tx−1e−λtdt =

Γ(x)

λx

Problem 1
Wyznaczyć wartość Γ(5

2).

Problem 2
Wyznaczyć wartość całki ∫ ∞

0
x6e−4xdx .
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