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Prezentacja oparta jest w duzej czesci na e-podreczniku W.
Majdaka ,,Catka oznaczona”, publikacji AGH.



Catka niewtasciwa Riemanna | rodzaju

Definicja 1

Niech f : [a,+00) — R bedzie funkcja catkowalna w sensie
Riemmana na kazdym z przedziatow domknietych [a, (3], gdzie
a < 3. Catka niewtasciwa Riemanna | rodzaju funkcji f na

8
przedziale [a, b] nazywamy granice 5 liT [ f(x)dx i oznaczamy ja

+o00o
symbolem [ f(x)dx.
Jezeli powy;sza granica istnieje i jest skoriczona, to méwimy, Ze
catka niewtasciwa [;F>° f(x)dx jest zbiezna, natomiast jezeli
granica ta nie istnieje lub jest niewfasciwa, to mowimy, ze catka
niewfasciwa [;7°° f(x)dx jest rozbiezna.
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Rysunek: Interpretacja geometryczna catki niewtasciwej Riemanna |
rodzaju na przedziale [a, +00)



W analogiczny sposéb definiuje sie catke niewtasciwa Riemanna |
rodzaju ffoo f(x)dx funkcji f okreslonej na przedziale (—oo, b], jak
réwniez pojecia jej zbieznosci i rozbieznosci. Przyjmujemy woéwczas,

b b
ze [ f(x)dx:= lim [f(x)dx.
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Rysunek: Interpretacja geometryczna catki niewtasciwej Riemanna |
rodzaju na przedziale (—o0, b]



Przyktad |

Przy ustalonej liczbie a > 0 zbadajmy zbieznos¢ catki f;“oo Xl—,,dx w
zaleznosci od wartosci parametru p € R.
Przypadek 1. p # 1.

-p+1l .3
=,

+ood [e’e]
& /X_de: lim X Pdx = lim
—-p+1
1

xP B——400 [B——+o0
a a a
1 <) 1 1
= | | =—"1|i .
ﬁﬂIToo [(1 — p)prl}a 1—p ,B*I?TOO <ﬁp71 apfl)
1 _{ 400, gdy p—1<0,

Zauwazmy, ze lim

B—too P71 0, gdy p—1>0,
+o0 +00, dy p < 1,
azatemfg—f,f: 1 gdyp>1
a (pil)ap—17 g y p .

Przypadek 2. p = 1.

e~ im [nx]” = dim (ng—1
!7—ﬁ_|)Too[nxL—B_|>Too(nﬁ— na) = -+oo.



Definicja 2

Niech f : R — R bedzie funkcja catkowalng w sensie Riemanna w
kazdym przedziale domknietym [c, 3] zawartym w R. Catke
niewfasciwa Riemanna | rodzaju funkcji f w R definujemy jako

—+00 a 400
_{o f(x)dx :z_{o f(x)dx + éf f(x)dx,

gdzie a jest dowolnie wybranym punktem z R. Jezeli obie catki w
powyzszej sumie s3 zbiezne, to méwimy, ze catka ff;o f(x)dx jest
zbiezna. Gdy ktéras z tych catek nie istnieje lub jest rozbiezna, to
méwimy, ze catka [*2° f(x)dx jest rozbiezna.

Nalezy podkresli¢, ze jezeli catka f:;o f(x)dx jest zbiezna, to
mozna wykazaé, ze jej warto$¢ nie zalezy od wyboru punktu a € R
w powyzszej definicji.



Niewtasciwos¢ catki ze wzgledu na funkcje podcatkowa
(catka Il rodzaju)

Definicja 3

Niech (f : [a, b) — R) bedzie funkcja catkowalna w sensie

Riemanna na kazdym z przedziatow domknietych [a, 3], przy czym

(a < B < b). Zatézmy, ze funkcja (f) jest nieograniczona w

pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu (b). Catka niewtasciwa

Riemanna 1l rodzaju funkgcji (f) nazywamy granice Iin;i f f(x)dx
a

B—
b
i oznaczamy ja symbolem [ f(x)dx.

Jezeli powyzsza granica istanieje i jest skoriczona, to méwimy, Ze
catka niewtasciwa [P f(x)dx jest zbiezna, natomiast jezeli granica
ta nie istnigje lub jest niewfasciwa, to méwimy, Ze catka
niewtasciwa |, ab f(x)dx jest rozbiezna.
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Rysunek: Interpretacja geometryczna catki niewtasciwej Riemanna
[l rodzaju w przedziale [a, b)



W analogiczny sposéb definiujemy catke niewtasciwg Riemanna Il
rodzaju w przypadku, gdy funkcja f : (a, b] — R jest catkowalna w
sensie Riemmana na kazdym z przedziatéw domknietych [«, b], przy
czym a < a < b, oraz jest nieograniczona w prawostronnym
sasiedztwie punktu a. Wéwczas przyjmujemy, ze

b b
{ f(x)dx = lim, ({ f(x)dx.

W tej sytuacji analogicznie jak wyzej definiuje sie pojecia zbieznosci
i rozbieznosci catki niewtasciwej.
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Rysunek: Interpretacja geometryczna catki niewtasciwej Riemanna
Il rodzaju w przedziale (a, b]



Niech f : (a, b) — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna
na kazdym z przedziatéw domknietych [a, 3] , przy czym

a < a< < b. Zatézmy, ze funkcja f jest nieograniczona w
pewnym prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz w pewnym
lewostronnym sasiedztwie punktu b. Catke niewfasciwa
Riemanna |l rodzaju funkcji f w (a, b) definiujemy jako

b

Jfx )dX—ff( )dX+ff( )dx

gdZ|e c jest dowolme wybranym punktem z (a, b). Jezeli obie catki
po prawej stronie powyzszej réwnosci s3 zbiezne, to méwimy, ze
catka fab f(x)dx jest zbiezna. Gdy ktéras z tych catek nie istnieje
lub jest rozbiezna, to méwimy, ze catka niewtasciwa fab f(x)dx jest
rozbiezna.



Przyktad

Obliczmy catke fo x—i Zauwazmy, ze lim ﬁ =400, a

x—1-

zatem funkcja podcatkowa jest nieograniczona w lewostronnym
sasiedztwie punktu 1. Na poczatku znajdzmy nastepujaca catke
nieoznaczona:

Ix t=x-—1
[l =| gl |[=TEd=-trC=—ZC
Otrzymujemy zatem
1 B
/dx_ jim /dx_ Q)

. 1 B . -1
:ﬂll,nll(_x—]_>‘0:5|l>r?f (ﬁ_]-):—i—oo’ (2)

a wiec rozpatrywana catka niewtasciwa jest rozbiezna.



Przy ustalonej liczbie b > 0 zbadajmy zbieznos¢ catki fob X—lpdxw
zaleznosci od wartosci parametru p € R.
Przypadek 1. p# 1L

b X*P‘l’l b
/ /x_de: lim / x"Pdx = lim
. a—0t Jqo a—0t —p+1la
. 1 b 1 . 1 1
:all—tg* (1—p)Xp_1‘o¢_ 1—pall—>n(}+<bp_1 _O[p_l)'

Zauwazmy, ze Iirg 1 _ { 0, gdy p—1<0,
a—

+oPTE ) oo, gdy p—1>0,
b bor
a zatem f%z p-1- By <1,
+o00, gdy p> 1.
Przypadek 2. p =1
b
fdx — lim fdx = lim Inx‘ = lim (Inb—Ina) = +oo.
a—0t o a—07t « a—0+

ReasumUJac catka fb gx jest zbiezna dla p < 1, a rozbiezna dla
p>1.



Twierdzenie 1

Niech f : [a,b) — R oraz g : [a, b) — R beda funkcjami ciagtymi;
b oznacza tu liczbe rzeczywista lub co. Zatézmy, ze

0 < f(x) < g(x ) dla kazdego x € [a, b). Wéwczas

1) jezeli catka f g(x)dx jest zbiezna, to catka f f(x)dx jest rowniez
a
zbiezna,
b b
2) jezeli catka [ f(x)dx jest rozbiezna, to catka [ g(x)dx jest
a a
rowniez rozbiezna.
Przyktad 1
1
Catka [ t*~le~tdt jest zbiezna dla x € (0,1). Wynika to z
0

nieréownosci

P lemt < dla xe(0,1) i te(0,1].



Przyktad 2
Catka

o0
/tx_le_tdt
1

Jest zbiezna dla dowolnego x > 0. Wynika to stad, ze

x—1 _—t __ tx+1 1
be =g
oraz
tx+1
lim =0;
tLoo e 0' (3)

zauwazmy, ze z (3) wynika, ze istnieje a > Q takie, zZe dla t > a zachodzi
le t <1/t

> 1 1

a t a

Dowéd Faktu (3) mozna znalez¢ np. w ksiagzce K. Kuratowskiego Rachunek
rézniczkowy i catkowy, rozdz. 4.6.



Funkcja gamma

Definicja 4
Funkcja T okreslona jest wzorem

M(x) = /t"_le—tdt, x > 0.
0

Uwaga 1
Dla x > 0 wartos¢ I'(x) jest suma dwdch zbieznych catek
niewtasciwych, por. przyktady 1 i 2.

Fakt 1
() =1.



Fakt 2
Dlax>1
MNx)=(x—1r(x—1).

Dowdéd

[o¢]
/tx_le_tdt
0

u(t) = <71 Viix)=et
U(t)=(x—1)t2 v(t)=—et

:[— tx‘le‘f}zo + 070(x — 1)t 2etdt = (x — 1)(x — 1).

o0
[ — tX_le_t] oznacza
0

T
lim { — txfle*t}

T—oo 0

Fakt 3
Dla n naturalnego I'(n) = (n — 1)!.
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Rysunek: Wykres funkcji T




Fakt 4
()= v

Fakt 5
Dlald>0ix>0

Problem 1
Wyznaczy¢ wartos¢ T(3).

Problem 2
Wyznaczy¢ wartos¢ catki
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