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Motywacja geometryczna

Rysunek 1: Prostopadtoscian krzywopowierzchniowy

Problem: obliczy¢ objetos¢ figury ograniczonej z dotu
prostokgtem o bokach rownolegtych do osi OX'i OY, z
wykresem funkcji ciagtej f(x, y) i odpowiednimi ptaszczyznami,
prostopadtymi do ptaszczyzny OXY, zawierajacymi boki
prostokata, por. rys. 1.



Sumy Riemanna

Niech
R={(x,y)eR?®:a<x<bc<y<d} (1)

Niech f(x, y) bedzie nieujemna funkcja ciagta. Zatézmy, ze R
jest zawarty w dziedzinie funkcji f. Podzielmy odcinek R na mn
prostokatow, ktérych boki majg dtugose

_b-a d-c

A Ay =
X m ’ y n

Oznaczmy je: Ry, i=1,...m,j=1,...,n. Niech x,;f bedzie
dowolnie wybranym punktem prostokata R;. Pole kazdego z
prostokatow, rowne AxAy oznaczmy przez AP. Suma

> > f(xp)ap
i=1j=1

wyznacza przyblizong warto$¢ objetosci figury pomiedzy
wykresem funkgji f i ptaszczyzng pozioma.
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Rysunek 2: Suma Riemanna — sposéb konstrukgii

Calculus t. 3 [0SC3]



Objetos¢ V rozwazanej figury jest rowna

m n

V= lim > > f(x})AP,

gdzie f(x; ) i AP zaleza od mi n, por. [OSC3, s. 480].

Definicja 1
Catke podwojng z funkcji f na prostokacie R definiujemy wzorem

//fxydP_ lim ZZf ) @)

11/1

Zaktadamy, Ze granica po prawej stronie réwnosci w (2) jest wiasciwa i nie
zalezy od sposobu wyboru punktéw posrednich. Méwimy wtedy, Ze funkcja
f jest catkowalna na prostokacie R.

Jezeli funkcja f jest nieujemna i catkowalna, powyzsza catka jest rowna
objetosci figury pod wykresem f i nad prostokatem R. Jezeli f jest
catkowalna i zmienia znak, catke mozna interpretowaé jako znakowana
objetosé figury miedzy wykresem f i prostokatem R. Catke podwéjna z
funkcji f po prostokacie R oznaczamy tez symbolem

/R f(x, y)dxdy.



Przedziatem domknietym w R? bedziemy nazywa¢ prostokat
R={(x,y)eR*:a<x<bc<y<d} (3)

gdzie a, b, ¢ i d sg liczbami rzeczywistymi spetniajgcymi warunki a < b
ic<d.

Twierdzenie 1

Funkcja f(x, y) okreslona i ograniczona na przedziale domknietym
R c R? jest catkowalna na tym przedziale, jesli spetnia jeden z
nastepujgcych warunkdéw:

1. f jest ciggta na przedziale R;

2. punkty nieciggtosci funkcji f lezg na krzywej K C R okreslonegj
réwnaniem y = g(x), gdzie g jest funkcjg ciagta w pewnym
przedziale domknigtym [ay, by] C [a, b];

3. punkty nieciaggtosci funkcji f lezg na krzywej L C R okreslonej
rownaniem x = h(y), gdzie h jest funkcjg ciggta w pewnym
przedziale domknietym [cy, di] C [c, d];

4. punkty nieciggtosci f lezg w zbiorze bedgcym suma skoriczonej
ilosci krzywych okreslonych w punktach 2i 3.



Twierdzenie 2

Niech funkcje f i g beda catkowalne na prostokacie R i niech
a, B € R. Wtedy

/ /R (af(x, y)+Bg(x, y))dP = a / /R (F(x, y))dP+5 / /H (9(x.y))dP.

Twierdzenie 3

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale domknietym
(prostokacie domknietym) R C R?, to dla dowolnego podziatu
tego przedziatu na przedziaty domkniete Ry i R» 0 roztgcznych
wnetrzach prawadziwa jest rownos¢

//Rf(x,y)dP://R1 f(x,y)dP+//Rz F(x, y)dP.



Bedziemy wykorzystywac twierdzenie Fubiniego dla funkgji ciagtej na
prostokacie:

Twierdzenie 4
Jezeli funkcja f jest ciggta na prostokacie domknietym R

R={(x,y)eR®:a<x<bc<y<d}

gdziea< bic<d,to

//H f(x,y)dP = /: {/Cd f(x,y)dy} ax = /(;d [/ab f(x, y)dx} ay.

Catki po prawej stronie réwnosci (5) — catki iterowane.
Konwencja notacyjna. Czasami bedziemy pisa¢

b d b -d
/ dx/ f(x,y)dy zamiast / {/ f(x, y)dy] ax,
a c a Cc

/Cd dy/: f(x,y)dx zamiast /Cd {/ab f(x,y)dx} dy
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Rysunek 3: Twierdzenie Fubiniego dla funkcji ciagtej na prostokacie.
zrédto: OpenStax Calculus; A(x) oznacza powierzchnig przekroju
odpowiadajgca ustalonej wartosci x (,fix x”); A(y) oznacza
powierzchnie przekroju odpowiadajacg ustalonej wartosci y ("fix y");
funkcja f przedstawiona jest jako wysoko$¢ prostopadtoscianu
krzywopowierzchniowego; zaktadamy, ze funkcja f jest nieujemna.
Zrédto: [OSC3, s. 485.



Przyktad
Obliczyé

/Rf(X,y)dP

gdzie f(x,y) = xi

=10,2] x [0,1]={(x,y) e R®:0< x<2,0<y <1}

Rozwiazanie.

//Rf(x’y)dP://Rf(Xv}/)dXdy:
Xx=2

=1 _
/ X dxdy =
=0 x=0

- y
y=1 [ [x212

pr— _ d —
y=0 (lZ]()) y

- 2dy =2y

,VO—
y=0



Przyktad (z poczatku wyktadu)

Zadanie: obliczy¢ [[5 (xy + €”) dP, gdzie R jest prostokatem
sktadajacym sie z punktéw (x, y) spetniajgcych warunki
3<x<4ilt<y<2

Przyjmujac porzadek: najpierw catkujemy po dy potem po dx:

// (xy + &) dP = // (xy + &) dy dx
:/3 ([1xy +ey} )
_/ ( X+ & —e)dx

- {4x + (e® —e)x '

21
_ ~ 2.
4+e e~99

3



Przyktad (z poczatku wyktadu) -c.d.

Przyjmujac porzadek: najpierw catkujemy po dx potem po dy:

//H(xy+ey) dP:/2/4(xy+ey)dxdy
_/ ([ xy+xey] )dy
[ r)o

_72 y2
-[a+e]
21

= — 2—%.2.
4+e e~99

Wykres: Rys. 1.



Catka podwdéjna z funkcji o rozdzielonych zmiennych
Niech funkcje f i g bedg ciggte odpowiednio na przedziatach
[a, b]i[c, d]. Wtedy dla
R=l[ab]x[c,d]={(x,y) eR?:a<x<bc<y<d}

/| gniy)axay = ( I g(x)dx) ‘ ( /[ h(y)dy)

Przyktad 1
Dla R =[0,2] x [0,2]

2 2
// e”ydxdy:// exeydxdy:/ e"dx-/ e/dy = (6—1)2.
R R 0 0



Catka podwdjna po obszarze
Definicja 2
Niech f bedzie funkcjg okreslong i ograniczong na zbiorze D C R?

oraz niech R bedzie dowolnym prostokatem zawierajacym obszar D.
Niech funkcja f* bedzie okreslona wzorem

fix,y) da (x,y)eD,

f*(x’y):{o da (x.y)eR\D.

Catke podwdjng funkcji f po obszarze D definiujemy wzorem

//Df(x,y)dP://H F(x, y)dP,

o ile catka po prawej stronie istnieje (powiemy wtedy: f jest
catkowalna).

Uwaga 1
Catka

/ /R £(x, y)dP

nie zalezy od wyboru R.



Obszary normalne wzgledem osi uktadu

Obszar domkniety D nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Ox, jezeli
mozna przedstawi¢ go w postaci

D={(x,y):a<x<b,g(x) <y <h(x)},
gdzie g i h sg funkcjami ciaggtymi na [a, b] spetniajgcymi warunek
g(x) < h(x) dlakazdego x € (a,b).
Obszar domkniety D nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Oy, jezeli
mozna przedstawié go w postaci
D={(x.y):c<y<d.p(y)<x<aqly)}

gdzie p i q sa funkcjami ciggtymi na [c, d] spetniajacymi warunek

p(y) < h(y) dlakazdego y € (c,d).

Przykiad 2

Obszar
D={(xy)eR?:0<x<15x2<y<3x—x%}

jest obszarem normalnym wzgledem osi Ox. MoZna pokazac, ze jest on
réwniez obszarem normalnym wzgledem osi Oy. (por. aplet ,Obszar normalny”
Geogebry).



Catki iterowane po obszarach normalnych

Twierdzenie 5
Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze domknigtym

D={(xy):a<x<b,g(x) <y <h(x)}

normalnym wzgledem osi Ox, to

//f(xydP / [/( f(xydy}dx (10)

gdzie g i h sg funkcjami ciggtymi na [a, b] takimi, ze g(x) < h(x) dla x € (a, b). Jezeli
funkcja f jest ciggta na obszarze domknietym
D=A{(xy):e<y<dply) <x<aly)}

normalnym wzgledem osi Oy, to

//H f(x,y)dP = /c ‘ { /p ?i:) f(x, y)dx} dy. (11)

Catke po prawej stronie (10) mozna zapisa¢ krdcej: j a ax f hx) f(x7 y)dy.

Catke po prawej stronie (11) mozna zapisa¢ krdcej: dy q(y ) £ X, y)dx.
c p(Y)



Przyktad

Obliczy¢ [[z (3xy — x2 — y2 + 6) dP, gdzie R jest trojkatem
ograniczonym przez proste x =0,y =0ix/2+y =1.




Przyktad — c.d.

Wykonajmy obliczenia zgodnie z porzadkiem dy dx:
Ograniczenia ze wzgledu na y ,przebiegaja od krzywej do
krzywej”: 0 < y < 1 — x/2, ograniczenia ze wzgledu na x
Jprzebiegaja od punktu do punktu”: 0 < x < 2.

2 p—%41
//(3xy—x27y2+6)dP://2 (Bxy — x2 — y2 +6) dy dx
Jr 0

213 —5+1
:/ { y—xy—gy +6y] dx

_/(113 112X 17>dx

2
_ [ﬁx4_ 11X3 1X2 17

8% T 12X 22X T 3X
_ 17
-7

0



Przyktad — c.d.

Wykonajmy teraz obliczenia zgodnie z porzgdkiem dx dy: x
Jprzebiega od krzywej do krzywej”, 0 < x <2 -2y, y
sprzebiega od punktu do punktu”, 0 < y < 1:

2 2 A 2 2
(8xy —x“—y~+6) dP = (8xy —x“ —y“+6) dx dy
R

2-2y
—/ “x%y — — xy? + 6x dy
3 0
/( 22y2+2y+238>dy
[ S,
3}/ 3}/ y 3}/0
17



Wspotrzedne biegunowe w catkach podwdéjnych —
przyktad wprowadzajgcy

Dla funkcji f okreslonej wzorem
f(va):4_X_2y7 (X7y)€R2>

obliczy¢

/ /R f(x,y)dP,

gdzie R jest kotem o réwnaniu
X2 +y? < 1.




Wspotrzedne biegunowe

Potozenie punktu na ptaszczyznie P mozna opisa¢ para liczb (6, r), gdzie 6
oznacza miare kata miedzy dodatnig czescig osi Ox a promieniem wodzacym
punktu P, 0 < 6 < 27 (albo —7 < 6 < m); r oznacza odlegto$¢ punktu P od
poczatku uktadu wspotrzednych, 0 < r < co.

Fakt 1
Wspdtrzedne kartezjariskie (x, y) punktu ptaszczyzny okreslonego przez
wspbtrzedne biegunowe (0, r) okreslone sg wzorami:

X =rcosé,
y =rsiné.

Uwaga 2

Przeksztafcenie, ktdre punktowi (0, r) przyporzadkowuje punkt (x, y) okreslony
powyzszymi wzorami nazywamy przeksztatceniem biegunowym.

Przyktad 3
Krzywa okreslona we wspdtrzednych biegunowych przez warunki:

r=2,0€[0,n]

gfdwna potowa okregu o Srodku poczatku uktadu wspdtrzednych i promieniu 2.



Wspdtrzedne biegunowe w catkach podwdjnych

/2

Rozwazmy figure (obszar) przedstawiony na rysunku po lewej
stronie. Jej pole mozna w sposo6b przyblizony obliczyé sumujac
pola ,obszaréw elementarnych”, takich jak obszar
zacieniowany na rysunku po lewej stronie. Oznaczmy pole tego
obszaru przez AP;. Mamy
1 1 b+ N

AP = 5500 — 57 A0 = =
Jezeli Ar =, — ry i A6 sg ,bardzo mate”, to AP; ~ r{ ArAd.
Przechodzac do granicy: dP = r dr dé.

(I’g — I )A9



Wspotrzedne biegunowe w catkach podwdéjnych —
c.d.

Twierdzenie 6

Niech z = f(x, y) bedzie funkcja okreslong na obszarze R

wyznaczone przez nierownosci (wyrazone we wspotrzednych
biegunowych):

Witedy

5 rhio)
// f(x,y)dP:// £(r cos ), rsin 0)r dr d,
R a Jg(0)

gdzie funkcje g i h sg nieujemne i ciggte na przedziale
[, B] C [0, 27].



Wspotrzedne biegunowe w catkach podwdjnych,
przyktad wprowadzajgc

nkcp f okreslonej wzorem

f(x,y)=4-x-2y, (x,y)€R?

obliczy¢
\ 1= [[ ftx.y)oP.
R

S5
gdzie R jest kotem o réwnaniu
X2 +y2 < 1.

Rozwigzanie. Koto we wspétrzednych biegunowych jest okreslone
réwnaniami 0 < r < 1i0 < 6 < 27.

// f(x,y) d / 4 —rcosf —2rsinf)r drdo =
27\'/1

4r — r?(cos — 2sin§)) dr do =

27
/ (2r277r (cosf — 25|n9)>
0
27r ! 0 —2sinf [4
7/0 ( 7§(cos — 2sin )) do =

2r
20 — 1(S|n9+2c059))
3 0

o
o

do =

= 47 ~ 12,566.



Przyktad

Wyznaczy¢ objeto$¢ pod wykresem funkcji f(x,y) = XZJJW nad
wycinkiem kota o $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu
a > 0 ograniczonego przez dodatnie pétosie Ox i Oy.

Rysunek 5:

Obszar R, wyrazony we wspétrzednych biegunowych, ograniczony jest
nieréwnosciami 0 < r < ai 0 < 0 < 7/2. Funkcja podcatkowa wyrazona
we wspdtrzednych biegunowych:
1 N 1 1
X2+ y2+1 r2cos?0 + r2sin20+1  r2+1’

Wyznaczamy objeto$¢ obliczajac catke:

Tty ap= """ ardo= [+ a6
//R (x,¥) —/0 /Om r —/0 E(”\" + ‘)‘0

A N ) ]



Przyktad — szczegoty rachunkowe

/ﬁdf: [l‘=r2+1,dt:2rdr,rdr:1/2dt]

a1 1 5
= E—Eln!t|+c_§ln|1+r\+c,



Catki potrojne

Catka potrojna — uogédlnienie catki oznaczonej funkcji jednej
zmiennej i catki podwadjnej na przypadek funkciji trzech
zmiennych.
Definicja catki potréjnej:analogiczna do definicji catki jednej
zmiennej i dwéch zmiennych: najpierw definiujemy catke na
prostopadtoscianie P = [a, b] x [c, d] x [p, q] poprzez podziaty
P oraz sumy catkowe.
» Definicja, w ktérej dzielimy P na prostopadtosciany o
identycznych rozmiarach:[OSC3, s. 547];
» Definicja,w ktérych P dzielimy na prostopadtosciany o
réznych rozmiarach: por. np. [Fich80, rozdziat 643],
[Leja12, str. 375]. i inne ,klasyczne” podreczniki.

Fakt 2
Jezeli funkcja f jest ciggta na P, to jest catkowalna na tym
prostopadfoscianie.



Oznaczenia i interpretacja fizyczna

Catke potréjng z funkcji f po prostopadtoscianie P oznaczamy

symbolem
J[[ ey, 20av
P

///P f(x,y,z)dxdydz.

Interpretacja fizyczna: masa bryly (prostopadtos$cianu ) P o
gestosci masy f zaleznejod x,y i z.

lub



Catka potréjna i catka iterowana

Twierdzenie 7
Jezeli funkcja f jest ciggta na prostopadfoScianie

P=lab]x[c,d x[p,q] ={(x,y,2) eR®*:a<x<bc<y<dp<z<aq}
gdzie a, b, c,d, p i q sg liczbami rzeczywistymi takimi, ze

a<b, c<d i e<f,

///Pf(x,y,z)dxdydz:/ab Ucd </qu(x,y,z)dz> dy} o (12)

Uwaga 3

Twierdzenie to bedzie prawdziwe takze wtedy, gdy po prawej stronie rownosci
napiszemy dowolng inng catke iterowana.

Catke po prawej stronie rownosci ( 12 ) mozna zapisac krécej:

b d q
/ dx/ dy/ f(x,y,z)dz.
a c p

Pozostate catki iterowane mozna zapisa¢ podobnie.

to



Przyktad

1 . 2 1 v 8
/ dx/ dy/ (x2+y2+zz)dz:/ dx/ (2x? +2y% + 2)dy =
—1 0 0 —1 0 3

1 2 8 4 20 24
_ 2 2, ° —_— 4=
_/71(2x+3+3)dx 3+3 3 8.

Pierwszg rownosé w (13) uzasadniajg fakty

Druga rownosé w (13) (czyli pierwsza w (13)) uzasadniajg fakty:

o1 "1 8 8
2 _ny2 e _ =
/o 2x“dy =2x°, /0 de—s,

1 371
/ 2y2dy — {2}/} — g
0 3 0 3

(17)

(18)



Catki potrdjne po obszarach normalnych
Definicja 3
Niech f bedzie funkcjg ograniczong na zbiorze ograniczonym U C R3 j

niech P bedzie dowolnym prostopadfoscianem zawierajacym U; niech
f* oznacza rozszerzenie funkcji f na P okreslone wzorem

V270 dla (x,y.2) ¢ U

Catke potrdjna funkcji f po obszarze U definiujemy wzorem

///Uf(xyyaz)dV:///Pf*(X,y,z)dV, (19)

o ile catka po prawej stronie wzoru (19) istnieje. Méwimy wtedy:
funkcja f jest catkowalna na zbiorze U.

Uwaga 4
Catka (19) nie zalezy od wyboru prostopadtfoscianu P.



Catki potréjne po obszarach normalnych — c.d.

Definicja 4
Obszar domkniety U nazywamy obszarem normalnym
wzgledem ptaszczyzny xOy, jeZeli mozna go zapisa¢ w postaci

U={(x,y,2): (x,¥) € Dy, d(x,y) <2< g(x,¥)}

gadzie Dy, jest obszarem normalnym na ptaszczyznie xOy, a
funkcje d i g sg ciggte na Dyy,

d(x,y) <g(x,y) dla (x,y) € IntDyy.

Uwaga 5

Pojecia: obszar normalny wzgledem ptaszczyzny xOz, obszar
normalny wzgledem ptaszczyzny yOz definiujemy analogicznie.



Catki potréjne po obszarach normalnych — c.d.
Twierdzenie 8
Jezeli funkcja f jest ciggta na obszarze domknietym
U:{(Xa%z):(xa}’)eryv d(va)gzgg(va)}

normalnym wzgledem ptaszczyzny xOy, gdzie d i g sg ciagte ma obszarze
normalnym Dy ,to

9(x.y)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/ f(x,y,2) dz> dx dy.
U Dyy d(x.y)

Uwaga 6
Analogiczne wzory sa prawdziwe dla obszaréw normalnych wzgledem xOz i
yOz

Fakt 3
Jezeli obszar normalny U wzgledem pfaszczyzny xOy moze by¢ przedstawiony
w postaci

U={(x,y,2):a<x < b,d(x) <y <g(x),d(x,y) <z<g(x,y)},

g(X) 9(x.y)
// f(xy7z)dxdydzf/ dx/ f(x,y,z

d(x) d(x.y)

to

Dla ptaszczyzn xOz i yOz: analogiczne wzory.



Zagadnienie obliczania masy bryty

Dla bryty V o rozktadzie gestosci

g=9(x,y,2)

jej mase M mozemy wyrazic jako catke objeto$ciowa

///v a(x,y,z)dV.



Przyktad

Rozwazmy bryte reprezentowang przez obszar W ograniczony
przez ptaszczyzny xOy, xOz, yOz i przez ptaszczyzne
z=2-y/3 — 2x/3. GestoS¢ masy bryly jest stata i wynosi 3

z

Rysunek 6: Obszar W



Przyktad — c.d.

Przecigcie ptaszczyzny xOy z ptaszczyzng z = 2 — y/3 — 2x/3: prosta
y =6 — 2x. Masa M figury reprezentowanej przez obszar W:

M:///Dg(x,y,z)dv

3 r6-2x r2—y/3-2x/3
= / / / (3) dz dy dx
0 Jo 0

3 p6-2x
:/ / 6 —y —2xdy dx
o Jo

3 }/2 6—2x
= / 6y —2xy — = dx
0 2],

_ /(;3 —%(6 — 2x)2 + 6(6 — 2x) — 2x(6 — 2x) dx

3
:/ —18 +12x — 2x%2 + 36 — 12x — 12x + 4x° dx =
0

3 3
:/ 2x2—12x+18dx:2~3§—6‘32+18-3:18.
0



Srodek ciezkosci uktadu punktéw materialnych —
przypomnienie

Srodek ciezkosci uktadu dwéch punktow

Punkty P; i P, lezg na prostej OX;

P;— waga wy; wspbtrzedna x;

P>— waga w,; wspdtrzedna x,.

Srodek ciezko$ci: %

Srodek ciezkosci uktadu punktéw Py, P, ..., P, 0
wspbtrzednych xq, xo, ..., X, i wagach wy, wo, ..., wy:

SO WiX;
27:1 Wi

Wyrazenie w liczniku: moment (rzedu pierwszego).



Srodek ciezkoéci preta — przypomnienie

Pret ,lezacy na osi OX”;

aib,a<b;

p - gestos¢ (na jednostke dtugosci)

Przyblizona warto$¢ wspotrzednej poziomej srodka ciezkosci:

>itqla+ (i = hlp(a+ (i —1)h)h
Yy p(at (i—1)hh

Sn:

gdzie h=(b—a)/n.
Sy jest sSrodkiem ciezkosci uktadu punktéw o wspétrzednych

aa+ha+2h,...,a+(n—1)h
o wagach

hp(a), hp(a+ h), ..., hp(a+ (n—1)h).



Srodek ciezkosci preta— c.d. — przypomnienie

Mozna pokaza¢, ze Srodek ciezkosSci preta (jego wspétrzedna
pozioma) jest rowny:

b
S lim 8, = Ja X000
oo 2 P(x)dx

Catka w liczniku — moment (statyczny wzgledem punktu
x = 0).



Pojecie momentu w mechanice

Moment:

» dla ukfadu punktéw: wazona suma znakowanych
odlegtosci od ustalonego obiektu (punktu na osi Ox, danej
prostej lub danej ptaszczyzny);

> dla preta, figury ptaskiej lub przestrzennej: odpowiednia
catka.



Przypomnijmy: masa M bryty reprezentowanej przez zbiér D

M= [[[ otx.y.2)av,

gdzie g = g(x, y, z) — gesto$¢ masy w punkcie (x, y, 2).
Definicja 5
1. Moment wzgledem ptaszczyzny yOz:
Myz = fffD Xg(X,y,Z) av.
2. Moment wzgledem ptaszczyzny xOz:
My = [[[pya(x,y,z) aV.
3. Moment wzgledem ptaszczyzny xOy:
Mxy = fffD Zg(Xa%Z) av.
4. Srodek ciezkosci:

(M My My
®7.2) = (S )




My = //DSZ dv
3 r6—-2x ,2-y/3-2x/3
:/0 '/0 ./o (8z) dz dy dx
3 r6—2x 3 >
:/0 /0 52— y/3-2x/3)% dy ox

3 4 3
_/0 —5(x=3)° ax
-9

W podobny sposéb mozna sprawdzi¢, ze

Myz:/// 3x dV
D
27
-z
MXZ:/// 3y dV
D

=27.

Srodek masy (cigzkosci) jest rowny:

o qemjeer 9y
(%,7.2) = (W ﬁ,ﬁ) ~ (0.75,1.5,0.5).
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