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Przestrzen n-wymiarowa |

Funkcje odwzorowujacg zbior {1,2, ..., n} w zbiér liczb
rzeczywistych bedziemy nazywac ciggiem skonczonym.
Przyktad 1

Cigg skoriczony (2,4,7) -funkcja, ktora przyporzgdkowuje

argumentowi 1 liczbe 2, argumentowi 2 liczbe 4, argumentowi 3
liczbe 7.

Definicja 1

Zbidr wszystkich ciggéw skonczonych (x1, ..., Xn), gdzie x; € R,
i=1,2,...,n, bedziemy nazywac przestrzenig n-wymiarowg i
oznaczac R".

Przestrzen R? nazywamy ptaszczyzng, przestrzen R3 przestrzenig
tréjwymiarowg (lub po prostu przestrzenia).

Elementy (xq, ..., xn) — punkty przestrzeni R" o wsp6trzednych
X1,X2,...,Xn.
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Przestrzen n-wymiarowa |l
Poczatek uktadu wspétrzednych (punkt, ktérego wszystkie
wspotrzedne sg rowne 0) bedziemy oznaczac przez 0.
Odlegtos¢ |AB| punktéw A = (aq, az,...,an) i B=(by,bo, ..., bn)
przestrzeni R"” dana jest wzorem

|AB| = \/(ar — by)2 + (8 — b2)? + ... + (an — bn)2.

Definicja 2

Otoczeniem punktu Ay € R" o promieniu r > 0 bedziemy nazywac
zbior O(Ao,r) = {A € R": |AgA| < r}.

Inne oznaczenie: K(Ap, r) — ,n-wymiarowa kula o promieniu r”.
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Przestrzen n-wymiarowa Il
Niech bede dane w R” dwa punkty

a=(ay,...,an), b=(by,...,bn),

takie, ze
ai<b, da i=1,...,n
Zbiér wszystkich punktéw x = (x1, ..., Xp) takich, ze
ai<xi<b;, da i=1,...,n

bedziemy nazywac otwartym przedziatem n-wymiarowym o
wierzchotkach ai b i oznacza¢ przez P(a, b).
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Przestrzen n-wymiarowa IV
Definicja 3
Sagsiedztwem punktu Ag € R" o promieniu r > 0 bedziemy nazywac
zbior S(Ap,r) = {A€R":0 < |A)A| < r}.

Definicja 4

Powiemy, ze zbior D C R" jest ograniczony, jezeli jest on zawarty w
pewnym otoczeniu punktu 0.

Zbidr jest nieograniczony — jezeli nie jest ograniczony.

Definicja 5

Powiemy, ze punkt A zbioru P jest punktem wewnetrznym tego
zbioru, jezZeli istnieje otoczenie A, ktore jest zawarte w P.

Definicja 6
Zbior wszystkich punktow wewnetrznych zbioru P bedziemy
nazywac wnetrzem zbioru P i oznaczac¢ symbolem Int P.
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Przestrzen n-wymiarowa V
Definicja 7
Zbiér nazwiemy otwartym, jeZeli kazdy punkt naleZzgcy do niego jest
jego punktem wewnetrznym.
Definicja 8
Punkt A bedziemy nazywac punktem brzegowym zbioru P, jezeli w

kazdym otoczeniu tego punktu istniejg: punkt nalezacy do P i
punkt, ktory nie nalezy do P.

Definicja 9
Brzegiem zbioru bedziemy nazywac zbiér jego punktow
brzegowych.

Przyktad 2

Brzegiem kota otwartego o srodku w 0 i promieniu 1 jest okrgg o
srodku w 0 promieniu 1.
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Przestrzen n-wymiarowa VI

Definicja 10

Odcinkiem o koncach w punktach A= (ay, ao,...,an) i

B = (by,bo, ..., bny) przestrzeni R" bedziemy nazywac zbiér AB
okreslony wzorem

AB:{t(a1,a2,...,an)+(1 —t)(b1,b2,...,bn):0< t < 1}

Definicja 11
Niech A= (ay,a,...,an) i B=(by,bo, ..., by) beda punktami
przestrzeni R". Sume odcinkéw

A1A UAAU ... UAm_1Am,
gazie Ak e R", k=1,2,...,n, Ay = Ai By = B, bedziemy nazywac
famanag tgczacg punkty A i B.
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Przestrzen n-wymiarowa VIl

Definicja 12

Powiemy, ze zbior Z C R jest obszarem otwartym, jezeli jest on
niepusty,otwarty oraz kazde dwa jego punkty mozna potgczy¢
famang zawartg w Z.

Definicja 13

Powiemy, ze zbiér Z C R" jest obszarem domknigtym, jezeli moze
by¢ przedstawiony w postaci sumy pewnego obszaru otwartego i
brzegu tego obszaru.
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Definicja 14

Funkcjg f okreslong na zbiorze D C R" o wartosciach w zbiorze R
nazywamy przyporzgdkowanie kazdemu elementowi ze zbioru D
doktadnie jednej liczby rzeczywistey.

Konwencja notacyjna: zapis f(xq, X2, ..., Xn) = Xy + ... + X, moze
by¢ odczytana jako skrécona forma zapisu: funkcja f,
przyporzadkowujgca argumentowi (x1, Xz, . . ., X,) wartos¢

X1+ ...+ Xnp.

9/55



Dziedzina funkciji

Definicja 15

Niech f bedzie funkcjg okreslong na zbiorze D C R" o wartosciach
w zbiorze R. Zbior D funkcji bedziemy nazywac dziedzing funkcji f i
oznaczac przez Dy. JeZeli dany jest tylko wzor okreslajgcy funkcje,
to zbior elementdw przestrzeni R", dla ktérych wzor ten ma sens,
bedziemy nazywac dziedzing naturalng funkcji f.
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Wykres funkcji dwéch zmiennych

Definicja 16
Wykresem funkcji dwoch zmiennych f o dziedzinie Dy bedziemy
nazywac zbior:

{(x,y,2) e R®: z=1f(x,y), (x,y) € Dy}.
Definicja 17
Poziomicg funkcji dwdch zmiennych f odpowiadajgacg poziomowi

h € R bedziemy nazywac zbior

(x,y) € Ds: f(x,y) = h.

11/55



Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych |

Definicja 18
Powiemy, ze cigg (A") punktéw przestrzeni R™ jest zbiezny do
punktu Al ¢ R™, jezeli

lim |JAMAQ)| =0,

n—oo
co bedziemy zapisywac

lim A = A, (1)

n—oo
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Granica i ciggtosé¢ funkcji wielu zmiennych Il
Uwaga 1
Mozna pokazac, ze (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy: cigg
pierwszych wspétrzednych punktéw A" jest zbiezny do pierwszej
wspbirzednej punktu A, cigg drugich wspdtrzednych punktéw A"
jest zbiezny do drugiej wspdtrzednej punktu A©) jtd.
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Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych Il

Definicja 19
Niech f: D — R, D Cc R™, gdzie m > 2. Zatézmy, Ze funkcja f jest
okreslona na sgsiedztwie S(Ao, r) punktu Ay 0 promieniu r, gdzie
Ao € R™. Powiemy, Ze funkcja f ma granice g w punkcie Ay, cO
bedziemy zapisywac
lim f(A) = 2

Jim H(A) =g, (2)
jezeli dla kazdego ciggu A" punktéw zbioru D réznych od punktu
Ay takiego, Ze

lim A" = A©

n—oo
prawdziwa jest rownosc

lim f(AM) = g.

n—oo
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Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych IV

Uwagi dotyczace konwencji notacyjnych:
> Jezeli A%(aq, ap, ..., am), to rbwnosé (2) mozna zapisaé:

lim )f(x1,...,xm):g

(X1, Xm)—(ay,--,.am

» dlan=2, Ay = (a, b) rownos¢ (1) mozna zapisac:

lim f(x,y) = g.
y—b

Uwaga 2

Jezeli g jest liczbg rzeczywistg, to powiemy, Ze jest granicg
wiasciwg; jezeli g = —oo lub g = oo, to powiemy, Ze g jest granicg
niewtasciwg.
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Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych V

Uwaga 3
Punkt A° nie musi nalezeé do zbioru D.

Definicja 20
Niech f : D — R, D c R™. Powiemy, Ze funkcja f jest ciggta w
punkcie A°, jezeli istnieje r > 0 takie, ze O(A%,r) C D i

i = f(AO).
im 1(A) = 1(A™) 3)

Definicja 21

Niech f : D — R, D c R™. Powiemy, Ze funkcja f jest ciggta na
zbiorze D (lub w zbiorze D), jeZeli jest ciggta w kaZzdym punkcie
zbioru D.
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Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych VI

Sformutowanie funkcja f jest ciggta bedziemy rozumiec¢ jako
skrécong forme sformutowania: funkcja f jest ciggta na swojej
dziedzinie.
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Ciggtos¢ funkcji wielomianowej

Jednomianem n zmiennych nazywamy funkcje m postaci:

ko

k k
m(Xxi,Xo, ..., Xn) = ax;" Xo° ... Xp"

. X5
stopniem jednomianu m bedziemy nazywa¢ sume wyktadnikow
stojacych przy niewiadomych sktadajgcych sie na jednomian
Ki+ko+...+kn, kieN,i=1,...,n.

Wielomian zmiennych xq, X, . .., X5: suma jednomiandw tych
zmiennych. Stopien wielomianu: najwiekszy ze stopni tych
jednomian6w (o niezerowych wspotczynnikach).

Fakt 1
Wielomian wielu zmiennych jest funkcjag ciggta.
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Twierdzenie 1
Jezeli funkcjef : D — R,g: D — R, D c R™ sg funkcjami
ciggtymi, to ciggte sg rowniez:
>
cif +cg9, 1,00 €R;

» jloczynf- g;
» iloraz f/g na zbiorze Dy = {A € D : g(A) # 0}

Twierdzenie 2

Jezelif: D — R,D C R jest ciggta, g : f(D) — R jest ciggta, to
ztoZenie g o f funkcji g i f tezZ jest funkcja cigagta.
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Twierdzenie 3

Zatézmy, ze funkcje fi, fo, ..., fn : U — R, U C R" sg ciggfte, funkcja
g: V- R,V CR" jestciggta oraz (fi(x), fa(x),...,fm(x)) € V dla
x € U. Wtedy funkcja

g(f1(x), fa(x), - ., fm(X))

fest ciggta na U.
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Twierdzenie 4

Jezelif: D — R, D C R™ jest ciggta w punkcie A € D i
f(A©) > 0, to istnieje € > 0 taki, Zze spetniony jest warunek:
JezeliA e D i|AAQ)| < ¢, to f(A) > 0. Twierdzenie pozostaje
prawdziwe, gdy znak > zmienimy na <.

Twierdzenie 5
Jezeli funkcja f : D — R jest ciggta i D C R™ jest niepusty,
domkniety i ograniczony, to istniejg Py € D i P, € D takie, Ze

f(P1) < f(P) < f(P»)

dla dowolnego punktu P € D.
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Przyktady

Funkcje

f1(X7y) :X3+y4+xy7
hx,y) =sin(x* +y* + xy),

f3(x, y) = (sin x + cos x)?2.

sg ciggte.
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Pochodne czgstkowe |

Definicja 22
Niechf: D —R,DCR™ Ae IntD, A= (ay,...,an). Jezeli istnieje
granica wiasciwa

im f(ai,...,ai—1,a+h,a1,...,am) — f(a,...,ai-1, ai, a+1,---,a8m)
h—0 h ’
(4)
to granice te bedziemy nazywac pochodng czgstkowg pierwszego
rzedu funkcji f wzgledem zmiennej x; w punkcie A i oznaczac:

of

S lA) lub ty(A)
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Pochodne czgstkowe Il

Granice (4) mozna oznaczy¢ réwniez:

of
a(611,...,61,,7) lub  f.(ai,...,am).
1

Symbolem

of .
%’ i=1,....m (5)

bedziemy oznaczac funkcje przyporzadkowujgca punktowi A liczbe
S5 okreslong na zbiorze

f
{AeD: g—x istnieje }
i

Funkcje okreslone wzorem (5): pochodne czgstkowe pierwszego
rzedu funkc;ji f.
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Pochodne czgstkowe Il

Dla m = 2 zmienne niezalezne zazwyczaj oznaczamy przez x i y.
Pochodne czastkowe f = f(x, y) oznaczymy symbolami:

of . Of
2535()Q3, )«)) I 253;()QJ7 )«J)' (ES)
Tak wiec
ot o f(x0 + hy yo) — (X0, Yo)
aX(XOLyO) - /LTO h ) (7)
of _ . f(x0, %0 + h) — (X0, 0)
ay(XOJ YO) - f|7[>n0 h . (8)

Uzywamy réwniez oznaczen: fy(xo, yo), fy(Xo, ¥o)-
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Pochodne czgstkowe |V
Dla m = 3 zmienne niezalezne zazwyczaj oznaczamy przez X, y i
z. Pochodne czgstkowe f = f(x, y, z) oznaczymy symbolami:

of of . Of
a(XOJ/OuZO)a aiy(X07y07ZO) I E(XOL}/OaZO)' (9)
Mamy
of . f(xo+ h, yo, 20) — (X0, Yo, 20)
a(X07y07ZO) - f|7[>n0 h 9 (10)
of . f(x0, %0 + h,29) — (X0, Y0, 20)
z;;()Q)7)«% Zb) - A!IB h 1] (11)

f(X0, ¥0.20 + h) — f(Xov}’O,Zo)
h
f,

of .
&(X07y07 ZO) = f|7[>n0

Uzywamy rowniez oznaczen: fy(Xo, Yo, 20), fy(Xo, Yo, 20)s
f2(X0, Y0, 20)-
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Pochodne czgstkowe V

Przyktad 3

Niech f(x,y) = x? 4+ y® + xy
of of
— =2 — =3y? .
I X4y, ay 3y°+x

Pochodne te mozna obliczy¢ korzystajac z definicji
lub

> obllczyc traktUJac y jako statg;
> obllczyc ! traktujac x jako stata.

W podobny sposob mozna oblicza¢ pochodne czgstkowe funkgciji
wielu zmiennych, gdy liczba zmiennych jest wigksza niz 2.
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Pochodne wyzszych rzedow |

Definicja 23
Niech f : D — R, D C R™. Niech bedzie dany punkt A € D. Jezeli w
pewnym otoczeniu punktu A istnieje pochodna czgstkowa g—;j oraz

istnieje
of ([ of
Xk (8)(,) (A),

to pochodng te bedziemy nazywac pochodng czgstkowg drugiego
rzedu funkcji f w punkcie A wzgledem zmiennych x; i xx oraz
oznaczac
0°f
OXkOX;

(A)) lub  fyx(A).

28/55



Pochodne wyzszych rzedow Il

W przypadku, gdy k = j piszemy

o2f . 02f
a—XE(A) zamiast X

(A).

Uwaga. W skrypcie E. Ferensteini in. kaXj(A) odpowiada innemu
porzadkowi rézniczkowan niz w tej prezentacji; nasze oznaczenia
identyczne jak w ksigzka F. Lei i podreczniku M. Gewerta i Z.
Skoczylasa. Oznaczenie fyx(A) jest (mam wrazenie) czesciej
stosowane w literaturze niz ijz(A).
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Przyktad
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
f(x,y) = x* + 4x?y3 + 7xy + 1 Mamy

g)i =(x* +4x%y% + Txy + 1), = 4x% + 8y°x + 7y,
gf =(x* +4x2y% + Txy + 1)y = 12x°y% + 7x,
wiec
88)2(; =12x° 4 8y°,
5 2
iy “dyox ~ 20T
ot =24x2y.

ay2
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Przyktad

Rozwazmy funkcje f okre$long wzorem f(x, y) = sin x cos y. Mamy

—— =CoS X cos Y,

ox
of

— = —sinXsiny,

oy

wiec

02f
ax?
o°f
oxay
0°f
ay?

= —sinXxcosy,

P
~ Oyox

= —cosXsiny,

= —sinxcosy.
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Twierdzenie 6
Jezeli w pewnym otoczeniu punktu (xo, yo) (dla pewnego r > 0)
pochodne
0°f . 0Pf
OX;0Xk : OXkOX;

istniejg i sg ciggte, to sg sobie rowne w tym punkcie.
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Definicja 24
Pochodne czgstkowe wyzszych rzeddéw okreslamy podobnie.
Pochodna czgstkowa rzedu k-tego w punkcie A jest wigc wynikiem
k po sobie nastepujgcych rézniczkowan ze wzgledu na zmienne x i
y (w przypadku, gdy obliczamy pochodne czgstkowe funkcji dwdch
zmiennych). Pochodng czgstkowg rzedu k-tego, ktorg otrzymamy:
obliczajgc q razy pochodng wzgledem y a nastepnie obliczajgc p
razy pochodng czgstkowg wzgledem x, bedziemy oznaczac
symbolem:
o'f A) lub f, A 13

W( ) lub  fwya(A). (13)
Uwaga. Jezeli funkcja f ma wszystkie pochodne: 1-szg, ..., k-szg
ciggte, to wynik rézniczkowania nie zalezy od porzgadku
rozniczkowan wzgledem x i y. Przyktadowo: f,2 s ,(A) = fs ,3(A)
przy zatozeniu, ze f ma ciggte pochodne rzedu mniejszego lub
réwnego 6 w punkcie A (jest funkcjg klasy C(®) na R?).
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Oznaczenie

Powiemy, ze funkcja f : D — R, gdzie D C R" jest obszarem, jest
funkcjag klasy C(™, jezeli ma ciagte pochodne czastkowe rzedu p,
gdziep=1,2,...,m.
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Przyktad

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x, y) = x3y*. Obliczy¢ (a)
fx3,y3(X7Y) i (b) fx2,y3,x(X7Y)'

) ):X3'4y3(X,y); fyy(X>}’)=X3'4'3y2:
y)=x%-4.3.2y =24x%; f s(x,y) =3x%- 24y;
fiz o(X,y) = 6x - 24y;  fiz 5(X,y) = 6-24 = 144y.

(b) f(x,y) =3x%- y* fu(x,y) = 3x% - 4y°;
fyx(X,y) = 3x% - 12y%; fa (X, y) = 3x* - 24y;
feyox(X,y) =6x-24y; 2 3 (X, y) = 6-24y = 144y.
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Pochodne czgstkowe wyzszych rzedéw — c.d.

W przypadku funkcji trzech zmiennych:

okf

E;;}};z;j;zig§zg; IlJt) fxp,)/q’zr

oznacza pochodng czgstkowa rzedu k, ktorg otrzymamy: r razy
pochodng wzgledem z, g razy pochodng wzgledem y i p razy
pochodng czgstkowag wzgledem x, gdzie p+q + r = k.

Uwaga. Jezeli funkcja f ma wszystkie pochodne: 1-szg, ..., k-sza
ciagte, to wynik rézniczkowania nie zalezy od porzadku
rozniczkowan wzgledem x, y i z. Przyktadowo:

feys 2(A) = £, 5 ,5.x.2(A) przy zatozeniu, ze f jest klasy C(7).
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Przyktad

Funkcja f okreélona jest wzorem f(x, y, z) = x3y*z2. Obliczy¢ (a)
feys 2(X,y,2) i (0) £, x 3 x (X, ¥, 2).

(@ f(x,y.2)=xy* 2z fz(x,y,2) = X°y* - 2;

foz(X,y,2) = X3 4y2 -2, f00(x,y,2) = x3 - 24y2,
fa2(X.y.2) = 48X3y; £, o 2(X, ¥, 2) = 144x2y; fi2 s 2(X, Y, Z) = 288Xy.

(b) fz(x,y,2)= 6X2y4z? fyxz(X,y,2) = 24X2y32? fyyxz(X,¥,2) = 72X2y22;
fyaxz(X, y,z) = 144x%yz; fws’x’z(x,y,z) = 288xyz; fz7x7y37x7z(x,y, z) = 288xy.
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Gradient

Definicja 25
Niech f: D — R, D C R™, gdzie D jest zbiorem otwartym. Jezeli
istniejg wszystkie pochodne czgstkowe

of of of
Ox1' Oxo' " Oxm

pierwszego rzedu w punkcie A, to wektor

(2o
Ox1' Oxo' T Oxm

bedziemy nazywac gradientem funkcji f w punkcie A i oznaczac
symbolem grad f(A) lub Vf(A). Funkcje przyporzadkowujgca

kazdemu punktowi A, w ktérym gradient jest okreslony, wektor
V{(A), bedziemy oznaczac symbolem grad f lub V'f.
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Przyktad

Niech f(x, y, z) = xy? + 3z*. Wyznaczy¢ gradient funkgji f i

grad f(2,5, 3).
Mamy

grad f(2,5,3) =

of
0z

—1227%.

(52,20,12 - 3%) = (25,2,324).
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lloczyn skalarny

Uwaga 4

Dia wektorow x,y € R™, x = (X1, X2, -, Xm), ¥ = V1, Y2y - -+ ¥Ym)
ich iloczyn skalarny definiujemy wzorem

m
X0y =" XcVk-
k=1

Dtugos¢ || x|| wektora x = (X1, X2, ..., Xm) € R™ okreslona jest

wzorem
x| = \/x12+x22+...—|—x,2,,:\/xOx.
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Twierdzenie 7

Niech f : D — R, D c R™. Jezeli funkcja f ma ciggte pochodne
czgstkowe pierwszego rzedu w pewnym otoczeniu punktu
AelintD, to

im f(A+v)—f(A) —gradf(A)o v
v—0 4l

—0. (14)

Uwaga. Warunek (14) moze by¢ spetniony, cho¢ pochodne

czastkowe funkcji f istniejg tylko w punkcie A.

Definicja 26

Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie A pochodng zupeing albo

krocej pochodna f'(A), jezeli: (a) ma wszystkie pochodne

czgstkowe w punkcie A; (b) spetniony jest w punkcie A warunek

(14). Przez pochodng w punkcie A bedziemy rozumie¢ gradient

grad f(A) (gdy warunki (a) i (b) sa spetnione).

Zamiast mowic: funkcja ma pochodng w punkcie A mozna uzy¢
terminu: funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie A. 41/55



Zastosowanie do obliczen przyblizonych
Niech f(x,y) = xy? + 2y°. Mamy

of o, of >
a_y, 8y_2xy+6y.

DlaA=(1,1)i X =(1,1;1,2)

1,1 .1,22+2-1,23:f(X)zf(A)+gradf(A)o(X—A):
=3+(1,8)0(0,1;02) =3+0,1+16=4,7.

Wyrazenie postaci grad f(Ag) o h, gdzie h = (hy, ..., hy) jest
wektorem o wspétrzednych réznych od zera, nazywamy rozniczkg
funkcji f w punkcie Ag € R", n € N.

Niektérzy autorzy: rozniczka (pochodna zupetna) to
przeksztatcenie, ktbre przyporzadkowuje wektorowi h iloczyn
skalarny grad f(Ag) o h.
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Pochodna kierunkowa

Wersorem bedziemy nazywac wektor o dtugosci 1.
Definicja 27

Niech f bedzie funkcjg okreslong na obszarze D c R?. Pochodna
kierunkowa funkcji f w punkcie (Xg, yo) W kierunku wersora
v = (a, ) okreslamy wzorem

of _ o f(xo +at, yo + Bt) — f(X0, Yo)
25‘; ()Q), )43) - t!JJE;+ t .

Pochodng kierunkowa funkcji n zmiennych, n > 2, definiujemy
analogicznie.
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Gradient — interpretacje geometryczne

Twierdzenie 8

Niech f(x, y) bedzie funkcjg okreslong na otoczeniu punktu (Xg, yo)
o promieniu r > 0. Zatézmy, Ze grad(xo, ¥o) # 0. Wowczas gradient
wskazuje na kierunek najszybszego wzrostu, a jego dtugosc
okresla bezwzgledng wartosc tej zmiany.

Dowod. M. Zakrzewski, Markowe wyktady z matematyki. Analiza,
geometria i $wiat fizyczny. GiS 2017, str. 26-27.
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Ptaszczyzna styczna
Niech f bedzie funkcjg klasy C(") w otoczeniu punktu (xg, yo) 0
promieniu r > 0. Ptaszczyzna styczna do wykresu funkcji f w
punkcie (Xo, Yo, (X0, Yo, f(X0, Yo)) ma réwnanie postaci
z — (X0, Yo) = Kx(X0, Yo) (X — Xo) + fy(X0, Yo)(¥ — Yo)-
Przyktad Ptaszczyzna styczna do wykresu funkgciji
f(x,y) =1 — x2 — y? w punkcie (2,1, f(2,1)) ma réwnanie
z—(1-4-1)= (-H(x-2)+(-2)(y - 1)
lub
zZ=—-4x -2y +6.

Odpowiednie réwnanie i szkice wykreséw mozna otrzymac wydajac
polecenie Wolfram Alpha:

tangent plane to 1-x"2-y”*2 at (2,1)
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Definicja 28
Mdowimy, Ze funkcja f : D — R, gdzie D C R™, ma w punkcie A € D
maksimum lokalne, jeZeli istnieje O(A, r) takie, Zze O(A,r) C Didla
kazdego x € O(A,r)

f(x) < f(A). (15)

» Jezeli w warunku (15) zamienimy nieréwnos$¢ stabg ,, <" na
nieréwnos$é ostrg , , <”, otrzymamy definicje maksimum
lokalnego wtasciwego.

» Jezeli w warunku (15) zamienimy nieréwnos$¢ stabg ,, <" na
nieréwnos¢ , , >", otrzymamy definicje minimum lokalnego.

» Jezeli w warunku (15) zamienimy nieréwnos$¢ stabg ,, <" na
nierbwnos¢ , , <”, otrzymamy definicje minimum lokalnego
wiasciwego.

Gdy funkcja f ma w punkcie A maksimum lokalne lub minimum
lokalne, to méwimy, ze ma w A ekstremum lokalne.
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Pojecie punktu stacjonarnego

Definicja 29
Niech f : D — R, gdzie D c R™. Méwimy, zZe punkt A € D jest
punktem stacjonarnym funkcji f, jeZeli

of of of
a7)(1(A)_a—xz(A)_..._M(A)_O.

Definicja 30

Niech f : D — R, gdzie D Cc R™. Jezeli f ma ekstremum lokalne w
punkcie A i istniejg pochodne czgstkowe

of of of

87)(1( )787)(2( )""v%(A)a

to A jest punktem stacjonarnym funkcji f.
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Funkcja f(x1, ..., xm) moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w punktach
stacjonarnych lub w punktach, dla ktérych nie istnieje co najmniej
jedna z pochodnych czgstkowych pierwszego rzedu tej funkciji.

Przyktad 4

Mozna sprawdzic, Ze punkt (0, Q) jest punktem stacjonarnym funkcji
f(x,y) = x? — y?, ale funkcja ta nie ma ekstremum lokalnego w tym
punkcie: dla dowolnego r > 0 mamy

£(0,r/2) < £(0,0) = 0 < f(r/2,0).

Punkty stacjonarne, w ktorych funkcja nie ma ekstremum
nazywane sg punktami siodtowymi (od ksztattu wykresow funkcji,
dla ktorych takie punkty istniejg).
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Definicja 31
Niech funkcja f ma wszystkie pochodne czgstkowe rzedu drugiego
w punkcie A. Macierz

2 2

S (A aay(A)

2 2

bedziemy nazywac macierza Hessego dla funkcji f i punktu A i
oznaczac My(A) a jej wyznacznik przez H(A).
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Twierdzenie 9
Zatézmy, ze A = (Xo, Yo) bedzie punktem stacjonarnym funkcji f(x, y) oraz Ze istnieje
r > 0 takie, Ze funkcja ta ma ciagte wszystkie pochodne rzedu drugiego na O(A, r).
Wtedy:
1. JeZeli H(A) < 0, to funkcja nie ma ekstremum lokalnego w punkcie A;
2. Jezeli H(A) > 0, to funkcja ma ekstremum lokalne w punkcie A:
2.1 jezeli fix(A) > 0, to f ma wiasciwe minimum lokalne w A;
2.2 jezeli fx(A) < 0, to f ma wlasciwe maksimum lokalne w A.

Dow6d mozna otrzymac wykorzystujac dwuwymiarowy odpowiednik twierdzenia Taylora
dla n = 2, ktére gtosi, ze warto$é funkcji dwoch zmiennych f w punkcie p € O(A, r) moze
by¢ przedstawiona w postaci

’
f(p) = f(A) + f(AYh + f,(A)k + §(fxxh2 + 2fy hk + fyk?),

gdzie p = (xo + h, ¥o + k) i drugie pochodne sg obliczone w pewnym punkcie

Py = (Xo+0h,yo+0k),0<6<1;

Jezeli zatozymy, ze p € O(A, r) dla r dostatecznie matego,

H(ps) ma taki znak jak H(A) i fxx(pp) ma taki sam znak, jak f(A) (wynika to z zatozenia
o ciagtosci drugich pochodnych funkcji f na O(A, r)).

Teza twierdzenia wynika z przedstawienia wielomianu fo(A)h? + 2, (A)hk + f,,(A)k>
zmiennych hi k w postaci kanonicznej — por. rozdz. Ill ksigzki H. Marcinkowskiej
+Analiza Matematyczna II”, str. 50-52:

http://www.math.uni.wroc.pl/analiza-2
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Przyktad

Niech funkcja f bedzie okreslona wzorem
f(x,y) = x* +6x + y? — 8y.

Mamy
i(x,y)=2x+6, f,(x,y)=2y—28.
Funkcja f ma wiec jeden punkt stacjonarny w A = (-3, 4).
Poniewaz
fx(X,¥) =2, fy(X,y)=Ffy(y,X) =0, fy(xy)=2
dla (x,y) € R? i

M(A) = <§ g) . H(A)=4>0,

gdzie A = (—3,4), wiec funkcja ma w punkcie A minimum lokalne

wtasciwe.
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Przyktad: iloczyn liczb dodatnich o ustalonej sumie

Jestesmy zainteresowani wyznaczeniem najwiekszej wartosci iloczynu xyz trzech
liczb dodatnich, ktérych suma x +y + z=86.
Niech f(x,y) = xy(6 — x — y). Mamy

f(x,y)=y(6—-2x—y), f(x,y)=x(6—x-2y).
Jezeli A = (x, y) o wspoirzednych dodatnich jest punktem stacjonarnym, to

2X+y==6
X+2y =6,

skad: 3x + 3y =12wiegc x+y =4ix =2,y = 2. Poniewaz
fax(X,y) = =2y, fy(x,y)=Ffy(y,x) =6-2x-2y, f,(x,y)=-2x
da (x,y) € R?i

My(A) = (g i) . HA)=12>0,

gdzie A = (2,2), wiec funkcja ma w punkcie A maksimum lokalne wtasciwe. W tym
punkcie funkcja ma réwniez maksimum globalne, co wynika z nastepujacego
twierdzenia Weierstrassa.

52/55



Twierdzenie Weierstrassa

Twierdzenie 10

Jezeli funkcja f : D — R jest ciggta oraz zbior D C R™ jest niepusty,
domkniety i ograniczony, to w zbiorze tym istniejg punkty Py, Ps
takie, ze dla dowolnego punktu P zbioru D zachodzg nieréwnosci:

f(P1) < f(P) < f(Po). (16)

Uwaga terminologiczna Nieréwnos$¢ (16) mozna ,,odczytaé”
nastepujaco: funkcja f ma minimum globalne f(P;) osiggane w
punkcie Py i maksimum globalne f(P.) osiagane w punkcie Ps.
Ekstremum globalne f: minimum globalne f lub maksimum
globalne f.
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Przyktad: iloczyn liczb dodatnich o ustalonej sumie — c.d.

Przyktad 5
Funkcja f(x,y) = xy(6 — x — y) osigga wartosci: minimalng i
maksymalng na zbiorze

D={(x,y):0<x<6, 0<y<6 | x+y<6}.

Warto$¢ minimalna (minimum globalne) jest osiggane w punktach
brzegowych trojkata D, tj. w punktach (x, y) € D takich, ze

x=0, y=0 lub x+y=686.

Dla dowolnego punktu (x, y) € Int D prawdziwa jet nieréwnosc
f(x,y) > 0. Z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze istnieje punkt
Ao = (X0, Yo) € Int D, w ktérym funkcja f osiaga maksimum
globalne. Punkt ten jest rowniez maksimum lokalnym tej funkciji.
Wynika stad, ze f osigga maksimum globalne w A = (2, 2).
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Metoda wyznaczania ekstreméw globalnych

Niech f bedzie funkcjg ciagta na obszarze domknietym i
ograniczonym D. Poszukiwanie ekstreméw moze (w wielu
praktycznych przypadkach) by¢ przeprowadzone zgodnie ze
schematem:
» Na obszarze otwartym Int D szukamy punktéw, w ktérych f
moze mie¢ ekstrema lokalne.

» Na brzegu D szukamy punktdw, w ktérych f ma ekstrema
warunkowe (warunkiem jest nalezgce do brzegu D).

» Poréwnujemy wartosci funkcji w wyznaczonych punktach i na
tej podstawie wyznaczamy ekstrema globalne wyznaczajgc
punkty stacjonarne.
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