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Catkowanie wielomiandw i funkcji wymiernych
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Funkcje W(x) = g% nazywamy funkcja wymierna, jezeli P(x)
i Q(x) sa wielomianami dowolnego stopnia.

Calki funkciji wymiernej nie da sie wyrazi¢ za pomoca operacji
na wielomianach.

Przypomnijmy:
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Uwaga 1

Wszystkie wzory dla catek nieoznaczonych w naszym kursie sg
prawdziwe w kazdym przedziale ciggtosci odpowiedniej funkcji
podcatkowe.



Funkcje dwéch zmiennych

Definicja 1

Niech X bedzie zbiorem par uporzgdkowanych

(x1, X2), X1, Xo € R. Odwzorowanie, ktdre kazdemu elementowi
zbioru X przyporzgadkowuje dokfadnie jeden element ze zbioru
Y bedziemy nazywac funkcje okreslong na zbiorze X o
wartosciach w zbiorze Y.

Jezeli Y C R, to funkcje okreslong w definicji bedziemy
nazywac funkcjg rzeczywistg dwoch zmiennych.

Konwencja notacyjna: zamiast f((x1, X2)) zazwyczaj piszemy
f(xy, Xe).
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Wielomianem zmiennych xq i Xo stopnia 2-go nazywamy
funkcje

P(x1,X1) = ax? + bx2 + cx1 Xz + dxy + exp + f,

gdzie a, b, c,d, ei f sg liczbami rzeczywistymi.

W podobny sposéb definiujemy wielomiany stopnia 2-go dla
wigkszej liczby zmiennych a takze wielomiany wyzszych stopni
dla liczby zmiennych wigkszej niz 2.

Przyktady Wielomianami stopnia 2-go zmiennych x; i xo sa

Wi(x1,x0) = X2 — x8;  Wh(xq,X2) = X2 + X5 +2X1 + 3x2 + 7.



Wielomiany dwdch zmiennych stopnia wiekszego niz 2

Jednomian zmiennych xy i x»: iloczyn cxf’xé’, gdzie c jest liczbg
rzeczywista, ai b sg liczbami catkowitymi nieujemnymi; stopien
jednomianu jest rowny a + b, ¢ jest wspotczynnikiem
jednomianu.

Wielomian okre$lamy jako sume jednomianow; stopniem
wielomianu bedziemy nazywac najwiekszy stopien jednomianu
0 niezerowym wspétczynniku bedgcego sktadnikiem tego
wielomianu.

Przyktad Wielomianami stopnia 3-go zmiennych xq i x> sg

Wa(xy, X2) = X2xp+2x1+3X0;  Wa(xq, X2) = X34+2X5+7 X1 Xp+3Xo.
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Definicja 2
Funkcjg wymierng dwoéch zmiennych bedziemy nazywac
funkcje postaci
P(x1, X2)
R ==
(X17X2) Q(X1,X2),

gdzie P(x1, x2) i Q(x1, X2) sg wielomianami zmiennych xy i Xo.
Przyktady

2 2 4 2
X7 — X5 Xy + X5 — 3Xq

Ri(x1,X%) = 5—55, Ri(xq,x) =
1( 1 2) X12—|—2X2 1(1 2) X12—|—2X22



Funkcja
f(t) = R(sin t, cos t), (1)

gdzie R jest funkcjg wymierng dwoch zmiennych, jest funkcjg
jednej zmienne.
Catkowanie funkcji wymiernych i funkcji postaci (1) wymaga
uzycia:

» metod algebraicznych takich rozktad na utamki proste;

» poznanych metod catkowania (catkowanie przez

podstawienie, itd.)

-por. skrypt K. Noska i T. Drwiggi ,Catka nieoznaczona”, ktory
jest dostepny na stronie AGH.



Catkowanie funkcji wymiernych przy uzyciu pakietu
Maxima— przyktad

Catke
14+ x
/ VR dx
mozna obliczy¢é wykorzystujac pakiet Maxima wydajac
polecenie:

integrate ((1+x)/ (x"3-1), x),logabs=true;
Otrzymany wynik:

2log|x —1| log [X2 + x + 1|
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