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Obliczanie catek oznaczonych

Catke oznaczong Riemanna mozna obliczaé:
» z definicji, jako granice sum Riemanna;
» przy uzyciu metod przyblizonych:
» obliczajac odpowiednio dobrang sume Riemanna;
» obliczajac srednie wazone sum Riemanna (metoda
trapezow, Simpsona, Boole’a i inne).
» bardziej ztozone metody numeryczne obliczania catek
oznaczonych (np. metoda Romberga);
» Obliczajgc catke nieoznaczong funkcji podcatkowej i
korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza
» wykonujac rachunki ,recznie” (z pomoca kalkulatora);
» Kkorzystajgc z systemow typu CAS (Computer Algebra
System): Maxima, Mathematica i innych; WolframAlpha-
strona (serwis) wykorzystujgca system Mathematica.



Srednia wazona

Sredniag wazona liczb rzeczywistych xy, Xo, .. ., X, Z wagami
Wy, Wo, ..., Wy, gdzie wy >0,k =1,...,n, okreSlamy wzorem

WiXqy + WoXo + ...+ WpXp
Wy +Wo+...4+w,

w =



Przyktad

Chcemy obliczy¢ catke
;
/ sin(sinx)dx.
0

Prébujac obliczy¢ te catke przy uzyciu polecenia WolframAlpha
integrate sin (sin x) dx

otrzymujemy odpowiedz:

no result found in terms of standard mathematical functions
czyli: nie znaleziono wyniku wyrazonego przy uzyciu
standardowych funkcji matematycznych

innymi stowy: nie znaleziono funkcji elementarnej ktéra bytaby
funkcjg pierwotng dla funkcji podcatkowej (na przedziale
réwnym prostej rzeczywistej).



Przyktad — c.d

Wydajac polecenie systemowi WA (Wolfram Alpha)
left endpoint method integral sin (sin x) from 0 to 1 with 10 intervals
otrzymujemy wynik:

method | result
left endpoint | 0.392791
right endpoint | 0.467354
midpoint | 0.430873
trapezoidal rule | 0.430072
Simpson's rule | 0.430606
Boole's rule | 0.430606

W poleceniu zapytaliSmy WA o warto$¢ sumy L dla catki j‘g f(x) = sin(sin x))dXx i liczby
n =10 (sumy Riemanna obliczonej dla punktéw posrednich lezacych w lewych koncach
przedziatdéw, na ktére dzielimy odcinek [0, 1]). Jest ona réwna 0,392791. System WA
podaje nam réwniez wartosci Ryg = 0,467354 (,right endpoint” — sumy obliczonej dla
wartosci funkcji podcatkowej w prawych koncach przedziatéw, na ktére dzielimy odcinek
[0, 1]), warto$¢ analogicznej sumy M;o = 0,430873, obliczonej dla warto$ci funkcji
podcatkowej w $rodkowych punktach przedziatéw, Ty = % = 0,430072 (,trapezoidal
Rule” — przyblizenia catki otrzymanego przy uzyciu reguty metody (reguty) trapezéw); T1o
moze by¢ interpretowane jako suma pél odpowiednich 10 trapezéw;

Sy = 2MotTo — 0,430606 (,Simpson's rule”) i Syo = 0,430072 (Boole’s rule); zaréwno Sig
jak i Big sa $rednimi wazonym odpowiednich sum Riemanna. Przestanki teoretyczne
sugeruja, ze By jest najlepszym przyblizeniem doktadnej wartosci rozwazanej catki.
Réwnosé Sip = Bjp moze sugerowaé, ze doktadna wartos¢ catki jest bardzo bliska
0,430606.



Catka oznaczona ]
/ sin(sinx)dx.
0

obliczona przy uzyciu polecenia WA
integrate sin (sin x) dx from 0 to 1
jest rowna

0,4306061031...

wiec widzimy, ze Siq i Byg przyblizajg doktadng warto$¢ catki z
doktadnoscig do 6 miejsc po przecinku. Uzycie metody z
pakietu quadpack w programie Maxima daje podobne wynik.



Metoda tradycyjna: wymaga obliczenia catki nieoznaczone;.
Podane zostaty catki podstawowych funkcji elementarnych oraz
podstawowe wzory pozwalajgce na ich obliczanie.

Techniki: catkowanie przez czesci i catkowanie przez
podstawienie wymagajg doktadniejszego omdwienia.



