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Wzrost wyktadniczy- przyktad

Zat6zmy, ze na poczatku eksperymentu liczebno$¢ kultury
bakterii P(0) jest rowna 10000. Przyjmujemy, ze liczebnos¢
bakterii podwaja sie po uptywie 20 minut oraz ze wzrost
populacji jest wyktadniczy:

P(t+20) = 2P(t),t>0,
P(t) = 10000a’ = 10000e" 4 = 10000,

gdzie1#a>0ib=Ina.

Chcemy znalezé:

(i) predkos$¢ zmiany liczebnosci bakteriidla t = 10, t = 30 i
t = 50 [min];

(ii) liczebnos$¢ populacji dla wartosci zmiennej t z (i).
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Wzrost populacji — c.d.

P(20) = 10000€?°° = 20000
skad
206 _ o
b = In2/20 =0,034.

Pochodna P’(t) na R jest réwna:

P'(t) = b- 10000€%0,034 - 10000%934,
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Wzrost populacji — c.d.

Stad:

P'(10) = 0,,034-10000&%%3410 — 477 682;

P(10) = 10000€%%3410 — 14049 48.
oraz

P'(30) = 0,034 -10000&%93430 — 942 886;
P(30) = 1000093430 — 2773195

P'(50) = 0,034 -10000%934%0 — 1861,142;

P(50) = 10000%034%0 — 54739 47.
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Roéwnania rozniczkowe

Dlaczego moglismy zatozy¢ w Przyktadzie 1, ze liczebnos¢
bakterii ro§nie wyktadniczo? Wynika to stad, ze predkosé
wzrostu populacji jest proporcjonalna do liczebnosci bakterii w
danej chwili:

P'(t) = kP(t), k > 0. (1)

Roéwnanie (1) jest przyktadem réwnania rozniczkowego. Mozna
sprawdzi¢, ze ma rozwigzania postaci:

P(t) = Ce',C e R. (2)

Z teorii rownan rézniczkowych wynika, ze wszystkie
rozwigzania réwnania (1) majg postac (2). Dokfadnie jedno z
tych rozwigzan spetnia tzw. warunek poczatkowy:

P(0) = 10000.

Stad wynika, ze P(t) = 10000eX.
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Roéwnania rézniczkowe pierwszego rzedu

Definicja 1
Rdwnanie postaci

y' =1(ty), 3)
bedziemy nazywac réwnaniem rézniczkowym pierwszego
rzedu w postaci normalnej, gdzie y = y(t) jest funkcja zmiennej
t.

Definicja 2
Rownanie (3) z warunkiem

y(to) = Yo
bedziemy nazywac zagadnieniem poczgtkowym.
Przy pewnych, w zagadnieniach praktycznych zazwyczaj

spetnionych, zatozeniach zagadnienie poczatkowe ma
doktadnie jedno rozwigzanie.
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Rozwigzanie réwnania rézniczkowego i zagadnienia
poczgtkowego
Definicja 3
Funkcje y(t) bedziemy nazywac rozwigzaniem réwnania
rozniczkowego pierwszego rzedu (3) na przedziale (a, b), jezeli

y' = f(t,y(t)) na przedziale (a, b).

Wykres rozwigzania rownania rozniczkowego bedziemy
nazywac krzywag catkowa.

Definicja 4

Funkcje y(t) bedziemy nazywac rozwigzaniem zagadnienia

poczatkowego, jeZeli jest rozwigzaniem rownania (3) na
pewnym przedziale zawierajacym ty oraz

y(b) = yo.
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Przyktad

Réwnanie rézniczkowe y’ = 1 ma rozwigzanie ogélne postaci
y=x+C, CeR

na przedziale | = (—o0, 00).
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Pole kierunkoéw

Polem kierunkéw bedziemy nazywa¢ zbiér odcinkéw, bedgcych
podzbiorami stycznych do rozwigzan danego réwnania
rézniczkowego; odcinki te zawierajg punkty stycznosci
(nalezace do wykresu rozwigzania — krzywej catkowej), dla
ktorych odpowiadajgce im styczne zostaty wyznaczone.
Rysunki, ktére zostang przedstawione na kolejnych 6 slajdach,
pochodzg z rozdziatu e-podrecznika ,Ordinary Differential
Equations” pod tytutem ,,Graphing 17,:

https://en.wikibooks.org/wiki/
Ordinary_Differential_FEquations/Graphing_1

udostenionego na licencji: Creative Commons
Attribution-ShareAlike License.

Wyktad ten tez jest udostepniany na tej licencji.
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Rysunek: Pole kierunkéw dla réwnania y’ = 1
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/ // %
Rysunek: Kilka rozwigzan réwnania y’ = 1

Rozwigzanie og6ine rownania ma postac

y=t+C, CeR (4)

11/32



Pole kierunkdw — zastosowania

Majac naszkicowane pole kierunkéw dla réwnania

y'(t) =1y 1) (5)

mozemy wyznaczy¢ przyblizone wartosci pochodnej funkgcji
bedacej rozwigzaniem tego rownania dla odpowiednio dobrane;j
sekwencji punktéw.

Ten graficzny sposéb wyznaczania przyblizonego rozwigzania
moze sie okazac szczegodlnie przydatny w przypadku, gdy nie
znamy analitycznego rozwigzania rdwnania (5).
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Rysunek: Pole kierunkéw dla réwnania y’
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Rysunek: Pole kierunkéw dla rownania y’

Ina rozwigzania

¢ 0go

Posta

CeR.

t2
5+C.

y(t) =
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Rysunek: Pole kierunkéw dla réwnania y’ = ty

15/32



ty+kilka krzywych catkowych
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Rysunek: Pole kierunkéw dla r

Ina rozwigzania

¢ ogd

Posta

CcRR.

Cetz /2

y(1)
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Przyktad— ciggta kapitalizacja odsetek

Bank B prowadzi konto a'vista z ciagta kapitalizacjg odsetek.
Mozna pokazac, ze K(t), kapitat w chwili ¢, zdeponowany w
tym banku spetnia réwnanie:

K'(t) = K (1),

gdzie r > 0 jest pewng statg (,roczng stopa procentowg”); czas
t jest liczony w latach. Zaktadamy, ze w czasie t = 0 kapitat jest
rowny Kp.
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Ciggta kapitalizacja odsetek—c.d.

Przy kapitalizacji rocznej, po t latach, kapitat uréstby do

wartosci
Ko(1 + r)’

Jesli kapitalizacja nastepowataby n razy w roku, to po t latach
kapitat bytby réwny

Ko(1+0)" (6)

Przechodzac z n do oo (co odpowiadatoby ciggtej kapitalizaciji)
otrzymujemy:
K(t) = Koe”.

Funkcja K jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego:

K'(t) = rK(1), K(0) = Ko.
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Réwnania rozniczkowe o zmiennych rozdzielonych
Definicja 5
Rdwnanie rozniczkowe, ktére mozna przedstawic¢ w postaci:

y'=g(t)h(y) 7)

bedziemy nazywac rownaniem o zmiennych rozdzielonych.

Jezeli g(t) i h(y) sa ciagte, h(y) # 0, to rozwigzanie (7)
otrzymujemy znajdujgc rozwigzanie rownania

1
/h(y)dy:/g(t)dt+ C, 8)

gdzie C jest dowolng statg a catki w (8) rozumiemy sg jako
dowolne (aczkolwiek ustalone) funkcje pierwotne.

Uwaga 1
Jezeli istnigje yy € R taki, Ze h(yp) = 0, to funkcja stata
y(t) = yo jest jednym z rozwigzarn réwnania (7).
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Rownania rozniczkowe o zmiennych rozdzielonych—
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania

Twierdzenie 1
Jezeli

» funkcja g jest ciagta na przedziale (a, b),
» funkcja h jest ciggta na przedziale (c, d),
> h(y)#0dlay < (cd),
> fy € (a,b) oraz yy € (c, d),

to dla zagadnienia poczgtkowego

y'=ga(thly), y(b)=yo

istnieje doktadnie jedno rozwigzanie.
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Ciggta kapitalizacja odsetek— c.d.
Réwnanie
K'(t) = rK(1), 9)

mozna rozwigzac¢ korzystajgc z metody ,rozdzielania
zmiennych”; otrzymujemy:

/ %dK _ /rdt,

n|K|=rt+C

skad

K| =e%e" = Cie", Cy=¢€%>0.
Funkcja stata K(t) = 0 jest rozwigzaniem rownania (9), wiec
rozwigzanie ogdélne tego rownania mozna zapisa¢ w postaci
K =De", DeR.

Jesli okreslony jest warunek poczatkowy K(0) = Ko, to stata Cq

jest réwna K.
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Przyktad

Dla kapitatu poczatkowego Ky = 1000 i stopy oprocentowania 3
procent w skali rocznej, przy zatozeniu ciggtej kapitalizaciji
odsetek, zalezno$¢ kapitatu K(t) od czasu t ma postac

K(t) = 10003,

Przy uzyciu programu Wolfram Alpha mozna ten wynik uzyskac
wydajac polecenie

dy/dt=0.03 % y, y(0)=1000
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Wzrost populaciji

Wozrost populacji: uzywajgc podobnych argumentow mozemy
uzasadnic¢, ze P(t), wielko$¢ populacji bakterii z przyktadu z
poczatku wyktadu, jest réwna

P(t) = Pye!, k>o0.

Dla danych liczbowych z poczatku wyktadu: Py = 10000,
k=1n2/20 ~ 0,34.
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Przyktad

Roéwnanie y’ = ty jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych:
y Y ]

/W:/m+a
y

wiec
MH:%F+Q
yl=e2’- e,
y=e.6° lub y=—e2. eC

wiec ogdlne rozwigzanie ma postac:

y:C1e%t27 Ci e R
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Wzrost populacji— funkcja logistyczna

Niech N(t)— liczebnos$¢ populacji bakterii; zaktadamy, ze

dN

e kN(a— N), (10)
gdzie ai k sg statymi dodatnimi. Stata a moze by¢
interpretowana jako ograniczenie gérne liczebnosci populacji,
jesli warunek poczatkowy ma postac N(xp) = Ny < a.
Roéwnanie (10) nazywane jest w literaturze rownaniem
logistycznym.
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Wzrost populacji — funkcja logistyczna — c.d.
Zauwazmy, ze (10) jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych,
gdzie g(t) =

h(N) = N(a— N).
Mamy
1 A 1
Na-N) a (N+ N—a)
(funkcje wymierng przedstawiamy jako sume utamkéw
prostych).
Nalezy rozwigzac réwnanie

171 1 1 |N—a
/ (N+N_)dN——aIn - ‘_kt+C1
skad:
N—a
In N ‘:—akt—aC1
i
’N_a‘:De‘a’“, D> 0.

N
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Przypadek 0 < N < a.

a

f _1=D —akt

N ¢
%:De*akhﬂ,

a
N=———7—.
1+ De—akt

Poniewaz N(0) = No = 25, wiec 1+ D= £ iD= £ —1i

- a
1+ (& - 1)eakt’
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Przypadek N > a.

_ E —akt
1 N De™%*,
_E —akt
N De 1,
a
N= 1 — De—akt

Poniewaz N(0) = Np = &5, |Qc1—D—NiOiD:1_Nioi
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Z twierdzenia o jednoznacznosci rozwigzania rownania o
zmiennych rozdzielonych wynika, ze wyznaczone zostaty
wszystkie interesujgce nas rozwigzania rdwnania logistycznego
(dla wszystkich warunkéw poczatkowych postaci N(0) = b,
gdzie b jest liczbg dodatnig rézng od a).
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Funkcja logistyczna— wykres
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Rysunek: Pole kierunkow i kilka krzywych catkowych dla réwnania
y'=01.y-(5-y).

Rysunek pochodzi z ksigzki J. Lebla Notes on Diffy Qs.
Differential Equations for Engineers, ze str. 51, dostgpnej na
stronie autora www.jirka.org, udostepnionej na licencji Creative
Commons Creative Commons

Attribution-Noncommercial-Share Alike 4.0
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Funkcja logistyczna— wykres

Rysunek: Wykres funkcji logistycznej dla a = 40, b = (Ni0 —1)=5i
c=ak =0,5.

Przypomnijmy: funkcja logistyczna okreslona jest wzorem
a
0= peer
Jezeli Ny > a, rozwigzanie réwnania logistycznego (10) jest
funkcjg malejaca.

a,b,c>0.
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