Catka oznaczona Riemanna

rok akademicki 2022/2023; cze$¢ prezentacji zostata
zaczerpnigta z podrecznika elektronicznego Witolda Majdaka
,Catka oznaczona”

1/18



Podrecznik elektroniczny Witolda Majdaka ,,Catka oznaczona”
mozna znalezé na stronie

epodreczniki.open.agh.edu.pl/
openagh-podreczniki_view.php?categld=4&handbookId=53

Prezentacja, podobnie jak e-podrecznik W. Majdaka, udostepniany
jest na licencji Creative Commons CC BY-SA

2/18



Definicja 1

Zatézmy, ze funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b]. Catke
oznaczong z funkgji ciagtej f na przedziale [a, b] definiujemy
wzorem

/bf(x)dx_ lim [b;aif(a—i—(k—l)b;aﬂ- (1)
a k=1

n—oo
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Catka Riemanna
Niech f bedzie funkcja okreslong na przedziale [a, b]. Dla danego n naturalnego

okreslamy:
Ax=(b—a)/n, 2)
Xg=a,x1 = a+Ax,xo =a+2Ax,... 3)
Xp—1=a+ (n—1)Ax,x, =a+ (n—1)Ax = b. (4)

Niech x; oznacza dowolny punkt nalezacy do przedziatu [xg, x1], x3 dowolny
punkt nalezacy do przedziatu [xi, x2], ..., x;i_; dowolny punkt nalezacy do
przedziatu [xn_2, xs—1], X} dowolny punkt nalezacy do przedziatu [xp_1, Xn].
Catke oznaczong Riemanna funkgji f od a do b, oznaczang symbolem

fab f(x)dx, okreslamy wzorem

/b f(x)dx = lim > f(x7)Ax (5)
a i=1

pod warunkiem, ze granica ta istnieje i ma taka sama wartos¢ dla wszystkich
wyboréw punktéw xj, x5, ..., x;. Jezeli granica ta istnieje, to powiemy, ze
funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b].
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Dla funkcji ciagtej na przedziale [a, b] catka Riemanna okreslona
wzorem (5) jest réwna catce funkcji ciagtej na przedziale [a, b]
okreslonej wzorem (1) — uzycie tego samego symbolu dla
oznaczenia obu catek jest uzasadnione.

Uwaga 1
Przyjmujemy

A%MWZOiLﬁMWZ—Iamudma>b
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Sumy Riemanna

Suma

Z f(x)Ax
i=1

jest nazywana suma Riemanna. Catka oznaczona Riemanna moze
by¢ przyblizona przez sume Riemanna z zadana doktadnoscia.
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Przyktad

Jestesmy zainteresowani wyznaczeniem wartosci catki

1
/:/ x2dx
0

Zdefiniujmy dwa ciagi sum Riemanna: (L) i (R,) wzorami:

LS (A e 2 ()

k=1

Mamy: R, — L, =1/n.
Dla n = 10 prawdziwa jest nieréwnos¢

L10 = 0,285 < | < Ryo = 0,385.

Zaréwno Ljg jak Rig przyblizaja catke | z doktadnoscia mniejsza lub réwna 0,1.
Pokazalismy (na jednym z poprzednich wyktadéw), ze L, — % (obliczylismy
wartos¢ tej granicy). W podobny sposéb mozna pokazaé, ze R, — %

Wartos¢ catki | mozna obliczy¢ korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza.
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Metody obliczania catek Riemanna

» Obliczanie granicy ciggu sum Riemanna;

» wyznaczanie wartosci przyblizonej — na przyktad poprzez
obliczenie odpowiedniej sumy Riemanna;

» wykorzystujac twierdzenie Newtona-Leibniza (gdy funkcja
podcatkowa jest ciagta).
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Alternatywna definicja catki Riemanna— z uzyciem
podziatéw, ktére niekoniecznie sg réwnomierne

Jezeli w definicji catki Riemanna odcinek [a, b] dzielimy na
przedziaty o szerokosciach Axi, ..., Ax,, niekoniecznie réwnych, to
definiujac catke musimy zapewnié, ze wszystkie te szerokosci daza
do zera (por. wyktad ,Catka Riemanna” z poprzedniego semestru
lub [Ste20], str. 307-308).
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Catkowalnos¢ funkcji signum

Funkcje signum okreslamy wzorem:

-1, gdy x <0,
sgn(x) =40, gdy x=0,
1, gdy x>0.

Fakt 1

Funkcja sgn jest catkowalna w sensie Riemanna na odcinku [—1,1].

Twierdzenie 1
Funkcja ograniczona majaca skoriczona liczbe punktéw nieciggtosci
na przedziale [a, b] jest catkowalna w sensie Riemanna na tym

odcinku.
Whiosek. Funkcja ciagta na przedziale [a, b] jest catkowalna w
sensie Riemanna na tym odcinku.
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Funkcja Dirichleta

Funkcje Dirichleta D : R — {0, 1} okreslamy wzorem:

D(x) = 1, gdyxeQ,
0, gdy xeR\Q,

Fakt 2
Funkcja Dirichleta D nie jest catkowalna w sensie Riemanna na
odcinku [0, 1].
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Twierdzenie 2
Funkcja catkowalna f : [a, b] — R jest catkowalna w kazdym
podprzedziale [, 5] przedziatu [a, b].
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Twierdzenie 3
Jezeli f : [a, b] — R jest funkcja catkowalna oraz c € (a, b), to

b c b
zachodzi réwnosé¢ [ f(x)dx = [ f(x)dx + [ f(x)dx.

yh
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c b
Rysunek 4: h = [ f(x)dx, bk = [f(x)dx
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Twierdzenie 4

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b], a funkcja g jest
réwna funkcji f na odcinku |a, b] wszedzie z wyjatkiem skonczenie
wielu punktéw, to funkcja g tez jest catkowalna na [a, b] i catki
tych funkcji na tym przedziale sa réwne.

Przykfad 1

Korzystajac z twierdzeri 3-go i 4-go mozna uzasadni¢, ze
1 0 1
/ sgn(x)dx = / (—1)dx + / (I)dx=—-1+1=0.
-1 -1 0

Uwaga Zwyczajowo zamiast [(1)dx piszemy [ dx; podobnie
postepujemy w przypadku catek oznaczonych.
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Twierdzenie 5

liczby rzeczywiste m i M, ze m < f(x) < M dla kazdego x € [a, b],
b

to zachodza nieréwnosci m(b — a) < [ f(x)dx < M(b — a).
a

Jezeli f : [a, b] — R jest funkcja catkowalna oraz istnieja takie

b
Rysunek: | = [ f(x)dx

yh
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Przyktad 2

Oszacujmy wartos¢ catki f02 V1 + x*dx. Obliczenie tej catki nie
bytoby tatwym zadaniem. Zauwazmy, ze dla kazdego x € [0, 2]
zachodza nieréwnosci 0 < x* < 16, a zatem 1 < x* +1 < 17.
Poniewaz funkcja pierwiastkowa jest funkcja rosnaca, to

1< VXA +1<VIT.

Skoro dtugos¢ przedziatu catkowania wynosi 2, to na mocy
powyZzszego twierdzenia dostajemy nastepujace oszacowanie

wartosci catki: 2 f V14 x4dx < 24/17.

16 /18



Twierdzenie 6
Jezeli funkcje f : [a,b] — R oraz g : [a, b] — R sa catkowalne, a
ponadto f(x) < g(x) dla kazdego x € [a, b], to

b b
{f(x)dx < !g(x)dx.
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Rysunek 5: h = [ f(x)dx, h = [g(x)dx
Przyktad 3

1
Z Twierdzenia 6 wynika, Ze 2x* dx < [ 2%dx.
/ / 17/18

[uy



Literatura

W. Majdak, Catka oznaczona funkcji jednej zmiennej rzeczywistej,
AGH, Krakéw 2014, e-podrecznik dostepny na stronie
https://epodreczniki.open.agh.edu.pl

J. Stewart, Calculus. Rachunek rézniczkowy i catkowy jednej
zmiennej, PWN, Warszawa 2020.

18/ 18



	Definicja całki oznaczonej Riemanna

