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Duza czesc¢ prezentacji bazuje na e-podreczniku Katarzyny
Czyzewskiej ,Szeregi liczbowe”, wydanej przez AGH. Jest ona
dostepna na stronie AGH.

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/17
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Definicja 1

Niech (ap) , dla n € N bedzie nieskoriczonym ciagiem liczbowym.
Szeregiem liczbowym o wyrazach a, nazywamy uporzadkowang
pare ciagow ((an), (Sn)) , gdzie wyrazy ciagu S, okreslone sg jako
Sp= a1+ a + ...+ an i nazywane n-tymi sumami czesciowymi
Szeregu

Uwaga 1

Zauwazamy, ze w szeregu ((an), (Sn)) wyrazy ciggu sum
czesciowych (Sp) sg wyznaczone jednoznacznie przez wyrazy
ciggu (an). Réwniez wyrazy ciggu (an) sg wyznaczone
jednoznacznie przez wyrazy ciggu (Sn) wzorem rekurencyjnym

{31 = 5y,
any1 = Sn+1 - Sn-
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Definicja 2

Mowimy, Ze szereg > ;2 1 an jest zbiezny do sumy S, jezeli istnieje
wiasciwa granica ciggu sum czesciowych (Sy) szeregu rowna S
tzn. n“l@o Sn = S. Méwimy wtedy, ze liczba S jest sumg szeregu
>n=1 an-

Uwaga 2

Sume szeregu zbieznego oznaczamy: S=ay+as+---+an+---
lub S =724 an.
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Definicja 3

Jezeli ciag sum czesciowych (Sy) szeregu ;> 1 a, ma granice
niewfasciwg +oo, albo —oco to mowimy, Ze szereg > ;21 an jest
rozbiezny do +oo albo do —oo.
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Definicja 4
Jezeli ciag sum czesciowych (Sy) szeregu Y ;> 1 a, nie ma granicy,
to méwimy, zZe szereg > 1 an jest rozbiezny.
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Definicja 5

Jezeli przez Ry, dla m < n oznaczymy réznice n-tej i (m — 1)-szej
sumy czesciowej szerequ > ;21 an , tzn. Bmn = Sp — Spm_1, to m-tg
reszta szeregu » o2 1 ap nazywamy liczbe Ry, = nIergo Rmn.

Uwaga 3

Zauwazmy, ze Rmp = @m + a@ms1 + ... + an i jezeli szereg Y 72 1 an
jest zbiezny do sumy S, to m-tg reszte szeregu mozemy wyrazi¢
wzorem Ry = S — Sp_1.

7/36



Twierdzenie 1
Szereg >0 1 an jest zbiezny do sumy S wtedy i tylko wtedy gdy
cigg reszt szeregu jest zbiezny do liczby 0, tzn. mlinoo Rn=0.

Uwaga 4

Na zbieznosc¢ szeregu "> 1 an nie ma wplywu pierwsze
skoriczenie wiele wyrazow tego szeregu, tzn. jezeli szereg > o> ., an
jest zbiezny dla pewnego m € N, to szereg > 21 an jest zbiezny,
jednakze usuniecie skoriczonej liczby wyrazow szeregu moze mie¢
wptyw na wartosc jego sumy.
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Przyktad 1
Przykiad 1 Zbadaj zbieznosé szeregu 3" 4 In(1 + 15)
Rozwiazanie:
Obliczamy ciag sum czesciowych
Spo= m(1+3) +m(t+ )+ +m(1+ 1) +im(1+5) =243+ +In 2 +1n 2L
= In2+In3—In24---+Inn—In(n—1)+In(n+1)—Inn=In(n+1).
Obliczamy granice ciagu sum czesciowych nILmOO Sn= nlil‘lo In(n+1) =

Czyli szereg 3.1 In(1 + 1) jest rozbiezny do oc.

Przyktad 2

Zbadaj zbieznosé szeregu 32 1( V2 — *"V/2).

Rozwigzanie:

Obliczamy sumy czgsciowe Sp = V2 —24+ V2 — V24 -+ V2 - V2= "2 - 2.
Obliczamy granice ciggu sum czgsciowych lim Sp = lim_ 2 —2=-1.

Czyli szereg 3524 ( *"V/2 — *"~/2) jest zbiezny do sumy —1.

Przyktad 3

Zbadaj zbieznos¢ szeregu Y30 o Mw

Rozwigzanie:

Do obliczania sum czesciowych szeregu korzystamy ze wzoru Mw =

n=0,1,2,... czyli

Si=thtast ottt =1 s tr st st =1
n— 712723 n(n+1) T (n+T)(n+2) 27273 n+t1 " nf1 T nt2 nt2°

Obliczamy granice ciagu sum czesciowych Iim Sh= Iim (1 - m) =1.

Zatem szereg Y ;2o W jest zbiezny do sumy S = 1
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Przyktad 4
Zbadaj zbieznosc szeregu Y 7° 4 %
Rozwigzanie:

1 1
Ciag sum czesciowych ma postac S, = 1 + f Tttt
Do obliczenia granicy ciggu sum czesciowych skorzystamy z
twierdzenia o dwdch ciggach
L O s . I/
T V2 vn—1 " vnZ " V/n
Poniewaz granica ciggu o wyrazach mnigjszych jest niewtasciwa
lim \/n = oo, to granica ciggu sum czesaowych tez jest

n—oo

niewtasciwa nIL"So Sp = co. Czyli szereg . ; 7 jest rozbiezny
do oo.
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Przyktad 5

Wykazac, zZe szereg >_;> 1 ¢n - 107", gdzie c, € [0, 1] jest zbiezny
do pewnej liczby S € [0, 1].

Rozwigzanie:

Obliczamy cigg sum czesciowych
Sh=¢-0,14+¢-0,01+---4+c,-10~". Poniewaz kazda liczba
0 < ¢n < 1, to dla kazdego n mamy ograniczenia
0<S,<0,1+0,01+---+10""=0,1- 1*8%1)" <1.
Zauwazamy, ze cigg (Sp) jest niemalejacy, czyli korzystajac z
twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograniczonym wiemy, Ze jest
on ciggiem zbieznym i jego granica miesci sie w przeaziale [0, 1].

Twierdzenie 2
Ciag (an) monotoniczny i ograniczony jest zbiezny do pewnej
granicy wtasciwej g € R.
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Twierdzenie 3
Jezeliy~}2 1 an jest zbiezny, to Jim_ap = 0.

Uwaga 5

Zbadanie warunku koniecznego zbieznosci szeregu nic nie mowi o
zbieznosci wtedy, gdy jest spetniony, ale gdy nie jest spetniony, to
wiemy, Ze szereqg jest rozbiezny.
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Przyktad 6

Zbadaj zbieznosc szeregu Yoo (1 + )"

Rozwigzanie:

Badamy warunek konieczny zbieznosci Jim a, = n“—>moo(1 +hn=e
Poniewaz warunek konieczny zbieznosci szeregu nie jest spetniony,
bo lim a, # 0, to szereg S (14 1)" jest rozbiezny.
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Przyktad 7

Zbadac zbieznos¢ szeregu > ,24 n?, dla a > 0.

Rozwigzanie:

Obliczamy: n“—[go n? = oo. Poniewaz warunek konieczny zbieznosci

szeregu nie jest spetniony, bo nlil'go an # 0, to szereg Y72 4 n?, dla
a > 0 jest rozbiezny.
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Definicja 6
Mowimy, Ze szereg >, 1 an jest szeregiem o wyrazach
nieujemnych, jezeli wszystkie wyrazy an, szeregu sg nieujemne.

Definicja 7
Mowimy, Ze szereg "> 1 an jest szeregiem o wyrazach dodatnich,
Jezeli wszystkie wyrazy a, szeregu sg dodatnie.

Uwaga 6

Jezeli szereg Y 7.1 an jest szeregiem o wyrazach nieujemnych
(dodatnich), to ciag sum czesciowych (S,) ma wyrazy nieujemne
(dodatnie) i jest niemalejgcy (rosngcy).
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Uwaga 7

Jezeli szereg Y 1.1 an jest szeregiem o wyrazach nieujemnych
(dodatnich), to jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag sum
czegsciowych (Sp) jest ograniczony.
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Definicja 8
Mowimy, Ze szereg "2 1 an jest szeregiem naprzemiennym, jeZeli
dla kazdej liczby naturalnej n, zachodzi warunek an 1 - a, < 0.

Przyktad 8

Zbadaj zbieznosc¢ szeregu 52 1(—1)".

Rozwigzanie:

Badany szereg jest szeregiem naprzemiennym o wyrazie

anp = (—1)", czyli wszystkie wyrazy o indeksach parzystych rowne
sg 1, a wyrazy o indeksach nieparzystych rowne sg —1, zatem cigg
(an) nie ma granicy i nie jest spetniony warunek konieczny
zbieznosci szeregu. Czyli szereg Y 52 1(—1)" jest rozbiezny.
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Twierdzenie 4

Jezeli szereg Y 72 1 an jest zbiezny do sumy A oraz szereg > ;> 1 b
jest zbiezny do sumy B, to szereg >, 1(an + bn) jest zbiezny do
sumy A+ B iszereg > ;> 4 ca, jest zbiezny do sumy cA, dla
dowolnego ¢ € R.

Uwaga 8

Jezeli szereg Y 72 1 an jest zbiezny oraz szereg Y 72 1 by jest
rozbiezny, to Y72 1(an + bn) jest rozbiezny i szereg > ;> 1 cb, jest
rozbiezny dla dowolnego ¢ # 0 .
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Przyktad 9

Zbadaj zbieznos¢ szeregu Y52, 252"

Rozwigzanie:

Rozwazamy szeregi )" ;2 5n /Zn 1 5n , ktére sg szeregami

geometrycznymi o ilorazach 2 i2 odeW/edn/o Zatem szereg

S04 25 jest zbiezny do sumy 81 1_% 2 aszereg Y2 3
5

jest zbiezny do sumy S; = 2 - . A zatem szereg Y52 | ¥

-
jest zbiezny do sumy S = £ + (1) -
Definicja 9

Szeregiem geometrycznym o ilorazie q € R nazywamy szereg
postaci Y°° ; ag"~', gdzie a € R.

Twierdzenie 5

Jezeli iloraz q szeregu geometrycznego spetnia warunek |q|<1, to
szereg geometryczny 37> 1 aq"~" jest zbiezny do sumy S = ;2 5
dla|qg| = 1 (a # 0) szereg geometryczny jest rozbiezny.
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Twierdzenie 6
Jezeli funkcja f jest ciggta, dodatnia i malejgca w przedziale
[no, +00), gdzie ny € N, to catka niewtasciwa fn x)dx i szereg

> nen, (n) sa jednoczesnie zbiezne albo /ednoczesn/e rozbiezne.

Przyktad 10

Zbadaj zbieznosc szeregu Y2 n=2 —_. Rozwigzanie:

Rozwazymy funkcje f(x) = Xlnx, ktora jest ciggta, malejaca i
dodatnia w przedziale [2, o).

Badamy zbieznos¢ catki niewlasciwej [5° - dx.

t=Inx
. b 1 at = 1dX Inb 1
limp—oo Jo 5 dX = x—2 -2l = = liMp_oo fin2 70t =

X=b—t=Inb
limp—oo(IN1["8) = limp_oo(In(In b) — In(In2)) =
Zatem catka [5° —dx jest rozbiezna i na podstawie kryterium
catkowego szereg > 25 ﬁ Jest tez rozbiezny.
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Przyktad 11

Wykaz, ze szereg harmoniczny rzedu «, jest rozbiezny dla « € (0,1] i zbiezny dla
a>1.

Rozwigzanie: Rozwazamy szereg harmoniczny rzedu «, czyli szereg postaci

> onq ,J—Q,dla a>0 Badamy zbieznos¢ szeregu z kryterium catkowego, rozwazajac
funkcje f(x) = Xa , ktéra jest ciggta, dodatnia i malejgca dla «>0 i x > 1. Badamy
zbieznosc catki | = [{° ;L dx. Mozna sprawdzic, ze

I= da a>1.
a—1
Dla0 < « < 1 caftka | jest rozbiezna:
b x—a+ p
I: lim —dx = |lim —a+1 ‘ d/aa ;ﬁ 1
b—o0 Jq b—oo | In X‘1 d/aO[ 1.

Szereg
1
n=1 ne
jest réwniez zbiezny dla o > 1 i rozbiezny dla « € (0, 1].
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Definicja 10
Zatézmy, ze funkcja f ma w w punkcie Xy pochodng k-tego rzedu,
k € N. Wielomian Py (x) okreslony wzorem

'(xo)
2!

(%)
k!

f'(xo)
1l

Pi(x) = f(x0)+ (X—x0)+ (X—X0)2+. ..+ (x—xo)"

nazywamy wielomianem Taylora rzedu k w punkcie xo. Dla xo = 0
wielomian ten jest nazywany wielomianem Maclaurina.
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Twierdzenie 7
Jezeli funkcja f ma ciggta pochodng rzedu n — 1 na przedziale domknietym [xo, X] oraz
pochodng rzedu n na przedziale (xo, X), to istnieje ¢ € (xo, X) takie, Zze

f 1) £(n)
) = f(x0)+ -0 (x — x) + ( 00 (o2t + LG PR I C TR
1! (n—1)! (n)!
(1)
Uwaga 9
Twierdzenie jest prawdziwe rowniez dla przedziatu [x, xo] przy analogicznych zatoZeniach.
Uwaga 10
Wyrazenie
M (c
Ar) = LD (g

(n)!

bedziemy nazywac n -tg resztg Lagrange’a lub n -tg reszta w postaci Lagrange’a. Réznice
(X (X (=) (x
R N Rt
mozna wyrazi¢ rowniez w postaci Cauchy’ego (por. artykut ,Wzor Taylora” w Wikipedii).

Uwaga 11

Réwnos¢ (1) bedziemy nazywacé wzorem Taylora. Dla xo = 0 wzdr Taylora przyjmuje
postac

21 +(n 1! a X @

gdzie c € (0,x) dlax > 0 lubc € (x,0) dlax < 0. Rbwnos¢ (2) nazywany jest wzorem
Maclaurina.

00 = 10) + X POz DO 0 1)
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Przykiad 12
Dla f(x) = sinx mamy
sinX = Pam-1(X) + Remy1 (),
goete 3 45 2m-1
-
Pam1(x) =X = 3+ 55 — oo (71)”‘"(2’,‘”771),.
Jest wielomianem Maclaurina rzedu 2m — 1; jest takze wielomianem Maclaurina rzedu 2m,

S o(2m+1) . x2m+1 —1)ym 2m+1
Hg,,,”(x):s"‘ (c) - x° (=1)cosc - X°

@m+ 1)t T (@m+y
€ (0,x). tatwo mozna wyznaczy¢ oszacowanie bledu:

x2m
[Roms1(x) < emer
Dlam=1

Pam-1(x) = Py(x) = x

przybliza warto$¢ funkcji f(x) = sin x z bledem mniejszym niz %\XP. Bfad jest mniejszy niz (powiedzmy) 0,0001, tj.

% X < 0,0001,

Jezeli
[x* < 0,0006
x| < {/0,0008 ~ 0,084,

czyli

~0,084 ~ —{/0,0006 < x < {/0.0006 ~ 0,084

Kat 0.084 wyrazony w radianach jest réwny w przyblizeniu 4.8°.
Korzystajac ze wzoru zawierajacego dwa wyrazy
sinx ~ X — %x3

cheac osiagnac te sama

1

5
T35 1xI° < 0.0001.

Rozwigzaniem jest przedziat

0,413~ —(0,012)'/5 < x < (0,012)"/5 ~ 0,413 ~ 24°
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Wielomiany Taylora mozna wyznaczac przy uzyciu serwisu
WolframAlpha wydajac polecenia:

taylor series sin x
taylor series sin x at x=pi/6
taylor series sin x order 10

Notacja:
f(x)=0(g(x)) dla x— a

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja d > 0i C > 0 takie, ze

lf(x)| < Clg(x)| jezeli |x—al<d.
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Zastosowanie: warunki wystarczajgce dla istnienia
ekstremow

Twierdzenie 8
Zatézmy, ze funkcja f ma w otoczeniu punktu xo O(xo, r) dla pewnego
r > 0 ciaggte pochodne f' i f". Jezeli f'(xg) = 0 i f"(xp) # 0, to funkcja f ma
w punkcie xog ekstremum lokalne:
1. maksimum lokalne wiasciwe, jezZeli f"(xg) < 0;
2. minimum lokalne wtasciwe, jeZeli f"(xp) > 0.

Szkic dowodu. Ze wzoru Taylora dla n = 2 wynika, ze dla h € (—r,r)
istnieje 0 € (0, 1) takie, ze

2
(30 + h) = (30) + F (x)h + (30 + 0h)

wiec
2
f(xo + h) — f(x0) = (X0 + Hh)%.

Jezeli f"(xp) < 0, to istnieje 0 < ry < r takie, ze f(xp + h) — f(xp) < 0 dla
h e (—r,nr): w Xxp funkcja ma maksimum lokalne wtasciwe. Teze z punktu

2. dowodzimy analogicznie.
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Przyktad

Funkcja f(x) = x> maw x = xo minimum lokalne, gdyz funkcja ta
ma pierwszg i druga pochodng ciggta na R oraz f'(0) = 0,
f’(0) = 2.
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Definicja 11
Ciag (fn), ktérego wyrazami sg funkcje okreslone na zbiorze X i o wartosciach w R

fp: X—R, neN
bedziemy nazywac ciagiem funkcyjnym
Definicja 12
Niech (f,) bedzie ciggiem funkcyjnym okreslonym na zbiorze X. Powiemy, Ze (f,) jest zbiezny
punktowo do funkcji f na podzbiorze A zbioru X, jezeli
Jim fa(x) = f(x)
dla kazdego x € A. Funkcje f nazywamy granica ciggu (f,) na zbiorze A.

Przyktad 13

Dla ciggu (f,) okreslonego na zbiorze X = [0, 1] wzorem
fa(x) = x"

obszarem zbieznosci jest [0, 1]. Granicg ciggu (f,) jest funkcja g okreslona wzorem

_ 0, da xel0,1);
g(x)f{u da x=1.
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Definicja 13

Niech (f,) , dla n € N bedzie ciggiem funkcyjnym. Szeregiem
funkcyjnym o wyrazach f, nazywamy uporzadkowang pare ciaggow
((fn), (Sn)) , gdzie wyrazy ciagu S, okreslone sg jako

Sp=fi +fb+...+ fyi nazywane n-tymi sumami czesciowymi
szeregu.

Granica szeregu funkcyjnego nazywamy granice jego sum
czesciowych.
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Definicja 14
Niech funkcja f ma w punkcie xo pochodne dowolnego rzedu.
Szereg funkcyjny

> £(n)
Z f (XO (X _ Xo)n
o’ n!

bedziemy nazywac szeregiem Taylora funkcji f o sSrodku w punkcie
Xo. W przypadku, gdy xo = 0 szereg ten bedziemy nazywac
szeregiem Maclaurina.

Uwaga 12

Ze zbieznosci szeregu Maclaurina danej funkcji nie wynika, ze jego
suma (granica jego sum czesciowych) jest réwna tej funkcji;
przyktadem moze by¢ funkcja f okreslona wzorem

1
F(x) = e 2 dla x#0,
0 da x=0.
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Twierdzenie 9
Zatdézmy, ze funkcja f ma otoczeniu punktu (xo — r, Xo + r) punktu xo, gdzie
r jest pewng liczbg rzeczywistg wiekszg niz 0, pochodng dowolnego rzedu,
oraz dla kazdego x z tego otoczenia spetniony jest warunek

nli—>moo Rn - O7
gadzie

(n

o= "0 iy

oznacza n-tg reszte we wzorze Taylora dla funkcji f, ¢ € (xo — r, xo + ) jest
odpowiednio dobranym punktem, to

2 f£(n)
f(x) = Z fT(IXO)(x—xO)” dla xe(Xo—r,xo+r)
k=0 ’

Uwaga 13
Punkt ¢ w powyzszym twierdzeniu zalezy od n i od x.
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Przyktad 14
Z Twierdzenia 9 wynika, Ze

2 00 xn
69 = 1 ‘+')( %‘ ZET ‘F :g;: 73{.
dla x € R.
Przyktad 15
Z Twierdzenia 9 wynika, ze
_ x3 x5 00 . x2k+1
sinX = X — Egr + Egr o= ;g;g('—'1) Ezéjg‘qi‘i‘ji

dla x € R.
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Rozwinigcia potegowe funkcji eksponencjalnej i funkcji sinus: moga
by¢ wykorzystane do sformutowania analitycznej definicji tych
funkgciji.

Te definicje moga by¢ rozszerzone na przypadek funkgji, ktérych
argumentami sg liczby zespolone.
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Funkcja eksponencjalna argumentu zespolonego
Funkcja okreslona
o0 zn
exp(z) =
n=0
gdzie z jest dowolng liczbg zespolong nazywana jest funkcja
eksponencjalng argumentu zespolonego (eksponentg zespolong). Szereg
(3) jest zbiezny dla z € C.
Mozna pokaza¢, ze prawdziwy jest wzér Eulera:

3)

75[7

el =cost+isint, teR.
Dla t = 7 otrzymujemy réwno$é
e =-1.
Réwnos¢ .
e"+1=0
nazywana jest tozsamoscia Eulera.
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Exponenta macierzy

Dla macierzy kwadratowej A eksponente macierzowg definiujemy
wzorem

o0 An
expA= Z R
n=0
przy czym przyjmuje sig:
Al =,

gdzie A jest macierzg kwadratowa, / jest macierzg
identyczno$ciowa, ktérej stopien jest réwny stopniowi macierzy A.
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