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Dla danych liczb rzeczywistych a i b takich, że a < b, funkcji f , której dziedzina zawiera
odcinek [a, b] i liczby naturalnej n określamy sumy Riemanna Ln i Rn wzorami

Ln =
n∑
k=1

f(a+ (k − 1)∆x)∆x, Rn =
n∑
k=1

f(a+ k∆x)∆x,

gdzie

∆x =
b− a
n
.

1. Dla a = 0, b = 1 i funkcji f określonej wzorem f(x) = x2, x ∈ R, obliczyć: L4, R4 L10, R10,
L1000, R1000, por. [Ste20, s. 295]).

(a) Która z tych sum najlepiej przybliża całkę P określoną wzorem

P =
∫ 1
0
x2dx?

(b) Czy (L1000 + R1000)/2 jest lepszym przybliżeniem całki P niż L4, R4, L10, R10, L1000 i
R1000?

2. Niech funkcja f będzie ciągła, nieujemna i rosnąca na przedziale [a, b] (gdzie a < b). Uzasad-
nić, że

Rn − Ln ¬ Rn − P <
b− a
n
[f(b)− f(a)],

gdzie

P =
∫ b
a
f(x)dx.

3. Niech P oznacza pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f określonej wzorem

f(x) = ex, x ∈ R

osią OX , prostą x = 0 i prostą x = 1. Znaleźć n takie, że Rn − P < 0,001.
Uwaga. Należy wykorzystać nierówności z poprzedniego zadania. Do obliczeń można wy-
korzystać widget systemu Wolfram Alpha „Riemann Sum Tool”. Funkcję f(x) = ex można
zapisać w postaci exp(x) (w oknie „Riemann sum of”).

4. Znaleźć sumę Riemanna dla funkcji f określonej wzorem

f(x) = x2 − 1

dla odcinka [a, b] = [0, 3] i n = 6 biorąc środki przedziałów jako wybrane punkty pośrednie.
Wykonać rysunek przedstawiający wykres funkcji f i sumę Riemanna (prostokąty, których
pola powierzchni należy dodać do siebie, aby otrzymać sumę Riemanna).

5. Obliczyć granicę

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

sin
(
k

n

)
.
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6. Obliczyć granicę

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

(
k

n

)4
.

7. Obliczyć granicę

lim
n→∞

2
n

n∑
k=1

(
k

n

)5
.
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