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Dla danych liczb rzeczywistych a i b takich, ze a < b, funkcji f, ktérej dziedzina zawiera odcinek [a, b]

i liczby naturalnej n okreslamy sumy Riemanna L,,, M,, i R,, wzorami
n n 1 n
L, = a+(k—1)Ax)Az, M, = a+(k—-)Az)Az, R, = a+ kAzx)Az,

nkglf(ﬂ JAz) nk;f(ﬂ 5)AT) nkglf(+ )
gdzie
b—a

—

L, jest sumg Riemanna obliczong dla punktéw poSrednich lezacych w lewych konicach przedziatléw, na
ktére dzielimy odcinek [a, b],

R,, jest suma Riemanna obliczong dla punktéw posrednich lezacych w prawych koncach przedziatéw,
na ktére dzielimy odcinek [a, b],

M, jest suma Riemanna obliczong dla punktéw posrednich lezacych w Srodku przedzialéw, na ktére
dzielimy odcinek [a, b].

Ax =

1. Obliczyé sumy Riemanna Ls, Ms i R dla funkcji f okreslonej wzorem f(z) = 1, a = 1ib = 2

x
aproksymujace wartos$¢ catki
b 21
I:/ f(m)dz::/ —dx.
a 1 T

Ktoéra z liczb: Ls, M5 oraz Rs najlepiej przybliza warto$¢ catki I? Calke te nalezy obliczy¢ wykorzy-
stujac twierdzenie Newtona-Leibniza.

2. Obliczy¢ sumy Riemanna L4, My i Ry dla funkcji f okreslonej wzorem f(z) = a=0ib=1

aproksymujace wartos$¢ catki
b 1 1
I = dr = ——dx.
| f@e = [ e

Ktéra z liczb: L4, My oraz R4 najlepiej przybliza wartos¢ catki I? Calke t¢ nalezy obliczyé wykorzy-
stujac twierdzenie Newtona-Leibniza.
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3. Uzasadnic, ze
2
/ V1+28dx > 4
0

wykorzystujac Twierdzenie 5 z wyktadu z ,,Catka Riemanna”.

4. Funkcje signum (oznaczang symbolem sgn ) definiujemy wzorem:

-1, z <0,
sgn(x) =<0, z =0,
1, x> 0.

Obliczy¢ catke

2
J:/ sgn(z)dz.
-1

Wskazéwka: Uzasadnic¢ réwnos¢
2 0 2
/ sgn(z)dr = / (—1)dm+/ ldz (1)
-1 -1 0
wykorzystujac twierdzenia podane na wyktadzie ,,Catka Riemanna”.

W jaki sposéb mozna uzasadnié réwnos¢ (1) odwotujac sie do intuicji geometrycznych?
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5. Uzasadnié, ze funkcja
f(x) =sin(sinz), z € R,

jest:

(a) okresowa z okresem 1" = 27,

(b) nieparzysta.

6. Obliczy¢ catke
2
/ sin(sin x)dx
1

wydajac polecenie
integrate sin(sin(x)) from 1 to 2
w systemie WolframAlpha.

Czy system WolframAlpha jest w stanie policzy¢ catke nieoznaczong z funkcji

f(x) = sin(sinx)?
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