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Motywacja

Problem 1
Kropla wody o srednicy 0,07 mm porusza sie z predkoscig

vt =21 - e,

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie, a stata ¢ = 52,61E
zostata wyznaczona eksperymentalnie.

W chwili t = 0 predkos¢ jest rowna 0.

Chcemy znalez¢ droge s(t), jaka przebyto ciato po uptywie
czasut.



Predkos¢é matej kropli
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Rysunek: Predkos¢ kropli o srednicy 0,07 mm w zaleznosci od czasu



Funkcja pierwotna
Problem sprowadza si¢ do znalezienia funkcji s(t) takiej, ze
s'(t) = v(1), t € (0, 00). (1)
Definicja 1 (funkcji pierwotnej)

Funkcja F jest funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale
otwartyml, jesli

F'(x) = f(x) dla kazdego x € I.
Uwaga Jezeli funkcja f jest okreslona na przedziale

domknietym [a, b], to F nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f,
jezeli

F(x)=f(x)dlax € (ab), F.(a)=f(a), F (b)=7r(b).



Funkcja pierwotna — przyktady

Przyktad 1
Funkcjami pierwotnymi f(x) = x3 na przedziale T = R sg na
przyktad:

> Fi(x) =% +2;
> F(x) =% —3.



Twierdzenie 1

Niech F bedzie funkcjg pierwotng funkcji f na

przedziale |. Wtedy

(i) G(x) = F(x) + C, gdzie C € R, jest funkcja pierwotng funkcji
fnal,

(i) kazda funkcje pierwotng funkcji f nal mozna przedstawi¢ w
postaci F(x) + D, gdzie D € R.

Uwaga. Powyzsze twierdzenie mowi o postaci funkciji
pierwotnych dla ustalonej funkcji. Funkcje pierwotne maja
postac F(x)+ C



Twierdzenie 2

Jezeli funkcja jest ciggta na przedziale, to ma funkcje pierwotng
na tym przedziale.

Uwaga. Funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢
funkcja elementarng, np. pierwotna funkcji:

f(x)=e*

nie jest funkcjg elementarna.



Catki nieoznaczone

Definicja 2 (catki nieoznaczonej)
Niech F bedzie funkcja pierwotng funkcji f na przedziale l.
Catka nieoznaczong funkcji f na przedziale | oznaczamy zbior
funkcji

{F(x)+C:CeR}.

Catke nieoznaczong funkcji f oznaczamy przez [ f(x)dx.



Catka nieoznaczona — notacja

Uwaga. W dalszej czesci wyktadu bedziemy opuszczali
nawiasy klamrowe w definicji catki nieoznaczonej, a wiec np.

zamiast pisaé
X2
/xdx: {2+C,CER}

bedziemy pisac:
2

X
/XdX—?-i-C.



Dziatania i operacje na catkach oznaczonych

Dziatania i operacje na catkach nieoznaczonych oznaczaja
dziatania i operacje na funkcjach pierwotnych reprezentujgcych
te cafki.

Réwnos¢ catek nieoznaczonych oznacza rowno$¢ odpowiednio
wybranych funkcji pierwotnych reprezentujgcych te catki.



Fakt 1. Jesli funkcja f ma funkcje pierwotng na przedziale I,
wtedy

{/ f(x)dx
nal.

Fakt 2. Jezeli funkcja f ma ciggtg pochodng na przedziale I, to

!/

= f(x).

/ F(x)ax = f(x) + C,

na przedziale /, gdzie C jest pewng liczbg rzeczywista.



Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji
elementarnych

Wzor Zakres zmiennosci
J0dx =C x eR
fx”dx:’,‘::;jLC ne NU{0}oraz x € R
fxpdx_’gf:1+c p=-2,-3,...;x<0lubx >0
fXOCdX—)(;T;-’—C a€R\Z
[idx=In|x|+C X € (—00,0) lub x € (0,00)
Ja@dx=2Z,+C O<a#torazxeR
Jefdx=e"+C xeR

[sinxdx =—cosx+C | xeR

Jcosxdx =sinx+ C xeR

[ — _ctgx+C x € (km,(k+ 1)), gdzie k € Z

Sln2X
=tgx+C X € (—5m+ km, 37+ K), gdzie k € Z

dx
f1i’)‘(2:arctgx+C xeR

cos? X
ax _ ; —
fm—arcsmx+C xe(-1,1)




Twierdzenie o catkach nieoznaczonych

Twierdzenie 3

Jezeli funkcje f i g majg funkcje pierwotne, to
(i) J (F(x) + g(x)) dx = [ f(x)ax + [ g(x)dx,

(i) J (F(x) — g(x)) dx = [ f(x)dx — [ g(x)kx,
(iii) [ (cf(x))dx = c [ f(x)dx, gdziec e R.

Przyktad 2
Korzystajac z Twierdzenia 3 chcemy obliczy¢ catke
J(x —3€eX)dx:

2

/(X—3ex)dX:/XdX—3/eXdX:%—36)(-1-0.



Catkowanie przez czesci

Twierdzenie 4 (o catkowaniu przez czeéci))
Jezeli funkcje f i g majg ciggte pochodne na przedziale I, to

[ 100g (99 = f(x)g(x) ~ [ F(xg(x)ex

na tym przedziale.

Cwiczenie 1
Korzystajgc z twierdzenia o catkowaniu przez czesci obliczy¢
podane catke nieoznaczong:

/ X cos xaXx.

Przyjmujemy f(x) = x, g'(x) = cos x.
Wtedy f'(x) = 1 i (mozna przyjac np.) g(x) = sin x.

/XCosxdx:Xsinx—/sinxdx:XSinx+cosx+C.



Catkowanie przez podstawienie- podstawienie liniowe

Twierdzenie 5
Jesli

/f(t)dt — F(t)+ C,
to
| flax+ byax = %F(ax 1 b)+C.

Dowdd wynika z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej:

[F(ax + b)] = aF'(ax + b) = af(ax + b).

Przyktady. Z twierdzenia 5 wynika:
(i) [ cosmx dx = 15 sinmxdx + C,
(i) [e X dx = —Je > + C.



Twierdzenie 6 (o catkowaniu przez podstawienie)
Jesli wiadomo, Ze

/ g(t)dt = G(t) + C na przedziale |,

to
/g(u(x))u’(x)dx = G(u(x)) + C naprzedziale J, (2)

gadzie u jest funkcjg odwzorowujgcg przedziat J w przedziat I.
Zaktadamy, ze g(u) i U'(t) sa ciggte na przedziatach
catkowania, odpowiednio, | i J.

Dowdd tego twierdzenia wynika z twierdzenia o rézniczkowaniu
funkcji ztozone;.

Przyjmujac oznaczenie du = u'(x)dx wzér (2) moze byé
zapisany w postaci:

/g(u)du = G(u) + C naprzedziale |I. (3)



Z twierdzenia tego wnioskiem jest Twierdzenie 5, kiére
odpowiada przypadkowi, gdy funkcja u jest liniowa:

u(x) =ax+b.



Przyktad

Chcemy obliczy¢ catke nieoznaczong
/ sin® X cos xdXx.

Wprowadzajgc zmienng u = sin x obliczamy du = cos xdx;
powyzsza catka jest réwna

4 . 4
3, ut _ sin*x
/udu_4+C— ) + C.

Przyjmujemy, ze przedziatami catkowania dla obu catek jest
prosta R.



Droga przebyta przez krople — c.d.

Mozemy teraz tatwo znalez¢ funkcje s(t) z Problemu 1. Mamy
s(0) =0 oraz

/v(t)dt = /% (1-e)at= % <t+ le—“> +C.

Funkcja s jest rowna funkcji pierwotnej z

g
C: —?,
czyli
_9 1 o 9
s(t) = C(t+ e ) 2



Droga przebyta przez matg krople
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Rysunek: Droga przebyta przez krople o $srednicy 0,07 mm w
zaleznosci od czasu



