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Pole ,tréjkata parabolicznego”

Problem. Chcemy obliczyé pole s figury S ograniczonej prosta
y =0, prostg x = 1 i wykresem funkgji f(x) = x2.
Rozwigzanie przyblizone. Dzielimy odcinek [0,1] na n
odcinkéw o rownej dtugosci:
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Suma pol prostokatow, ktérych podstawy sg réwne tym
odcinkom a wysokosci kwadratom ich lewych kohcéw —
sensowne przyblizenie

n—1’1l
n




1.0

0.6

X2

0.4

0.2

0.0

_ e I:é
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek: Obliczanie przyblizonej wartosci pola figury S



Pole ,trdjkata parabolicznego"- obliczenia

Oznaczmy pole figury odpowiadajacej podziatowi odcinka na n
czesci przez sp,. Mamy
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Pole figury jest réwne
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Definicja catki oznaczonej dla funkcji ciggtej

Definicja

Zatézmy, Ze funkcja f jest ciggta na przedziale [a, b]. Catke
oznaczong z funkcji ciggtej f na przedziale |a, b] definiujemy
wzorem

b  b—ad b—a
/af(x)dx:nlmoo[nkz_;f@ﬂk—n _ )1 @)

Korzystajgc z wprowadzonej notacji, pole ,tréjkata
parabolicznego” mozna wyrazi¢ nastepujgco:

1
/ x2dx.
0



Zastosowania catki oznaczonej— pole trapezu
krzywoliniowego
Figure ograniczong: wykresem funkcji f, gdzie f jest funkcja
ciagta na przedziale [a, b], prostymi x = a, x = b oraz prostg
y = 0 bedziemy nazywac trapezem krzywoliniowym.
Jego pole jest rowne [2 f(x)dx.

y=f(x)




Catka /2 f(x)dx gdy b < a

Jedli a < b, to bedziemy przyjmowali:

/b " f(x)dx = — /a ? Fx)dx.

oraz (gdy a= b)
a
/ f(x)dx = 0.
a



Catki Riemanna i Lebesgue’a

Potrzeby praktyki (i teorii):

konstrukcja catki pewnych funkcji, ktére nie sg ciagte (na
odcinku [a, b].)

Konstrukcje takie podali:

B. Riemann (1826-1866);

H. Lebesgue (1875-1941)



Catka oznaczona funkcji ujemnej-interpretacja
geometryczna

Jesll funkcja f jest ujemna na przedziale [a, b], a < b, to catka
fa x)dx jest rowna polu figury ograniczonej: prostymi y = 0,
Xx = ai x = b oraz wykresem funkcji f(x) pomnozonemu przez

(-1).



Catka oznaczona — interpretacja geometryczna
(przypadek ogolny)

Niech f bedzie funkcja ciagta na [a, b]. Wtedy:

funkcja £, zdefiniowana wzorem £, (x) = max(f(x),0) i

funkcja f_ zdefiniowana wzorem f_(x) = max(—f(x),0)

sa ciagte i [2 f(x)dx = [P £ (x) — [2f_(x). Catka [? f(x)dx jest
rowna roznicy pol trapezoéw krzywoliniowych odpowiadajgcych
f. i f_ (oba trapezy krzywoliniowe sg okreslone dla odcinka

[a, b].

Catka oznaczona funkgji f na odcinku [a, b] — ,znakowane”
pole figury pomiedzy wykresem f i osig OX.



Przyktad

Catka fﬂ 2xdx jest rowna réznicy pél dwéch trapezéw
krzywoliniowych (ktére w tym przypadku sg tréjkgtami):

4—-1=3.



Zastosowanie do wyznaczania potozenia w ruchu

zmiennym
Punkt materialny porusza sig¢ ruchem prostoliniowym z
predkoscia v(t) zalezng od czasu. Chcemy wyznaczy¢ zmiane
potozenia s tego punktu w przedziale czasowym |[a, b].
Zaktadamy, ze funkcja v jest ciggta.
Podzielmy przedziat [a, b] na n odcinkéw o rownej dtugosci:

[lo, 1), [t1, &), .- [th2,th1), [tn—1, tn], QdZi€e fo = a,t, = b
zmiana potozenia punktu na przedziale czasowym
[ti1,t] =[a+ (i — 1)2-2, a+ 28] lub
[ti1,t;) = [a+ (i — 1)2-2, a+ i2-2) jest réwna w przyblizeniu
V(t,'_1 )%
Wartos¢ przyblizona zmiany potozenia punktu materialnego na
przedziale: [a, b] jest rébwna:

sn:b_aﬁ:v(a+(i—1)b;a>. (3)




Zastosowanie do obliczania zmiany potozenia w ruchu
zmiennym— c.d.

Przechodzac do granicy (n — oo):

b
s= lim sn:/ v(t)dt.
n—oo a

Jesli V(t) jest dowolna funkcja pierwotng funkcji v(t) na
przedziale | = [a, b], wtedy zmiana potozenia punktu
materialnego w przedziale czasowym [a, b] jest rowna
V(b) — V(a).



Twierdzenie Newtona-Leibniza

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b), to

/ ? f(x)dx = F(b) — Fl(a), (4)

gdzie F oznacza dowolng funkcje pierwotnag funkcji f na tym
przedziale.

Twierdzenie to ma interpretacje fizyczng: Droga przebyta przez
punkt materialny na przedziale czasowym |[a, b] jest rowna
V(b) — V(a), gdzie V jest dowolng funkcja pierwotng predkosci
v na [a, b]. Precyzyjny dowdd Tw. Newtona-Leibniza mozna
znalez¢ np. ksigzce Gewerta i Skoczylasa ,,Analiza
matematyczna 1. Definicje, twierdzenia, wzory”, Tw. 2.1, rozdz.
7 (wyd. 25-27).

Uwaga. Zamiast F(b) — F(a) bedziemy pisali F(x)|5 lub
[F(x)]2-



Przyktady

Przyktad 1. Obliczy¢ catke oznaczong

1
/ x2dx.
0

Mamy: na przedziale [0, 1]
3
/deX - % + Cv

stad:

1 3.1
/0 x%dx = [%}o =



Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola figur

Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkgciji
f(x) = sin x oraz proste: x =0, x =x i y = 0, tj. chcemy
znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajgcego funkgcji
f(x) = sin x i odcinkowi [0, 7].

Pole to jest rowne:

/ sin xdx = [—cosX]g = —cosm — (—cos0) =1+1=2.
0



Catkowanie przez podstawienie; catkowanie przez
czesci

Twierdzenie (o catkowaniu przez czesci))
Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne na przedziale |a, b], to

b b
| 100g ()ax = [#0g(ls = [ 7(x)g(x)ax.



Twierdzenie (o catkowaniu przez podstawienie)

Jesli funkcja u : [«, 3] — [a, b] jest surieckja (jest ,na”) i ma
ciggta pochodng na przedziale [«, 5], u(a) = a, u(B) = b i
funkcja f jest ciagta na przedziale |a, b]

to
b

B
/ F(u(x))U (x)dx = / £(x) dx. (5)

« a



Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola figur

Chcemy obliczy€ pole figury ograniczonej przez: wykres funkciji
f(x) =sin2x oraz proste: x =0, x = 7/2i y = 0, tj. chcemy
znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajgcego funkciji
f(x) = sin2x i odcinkowi [0, /2].

Pole to jest rowne:

w/2
/ sin 2xdx =
0

™

= —1c057r — 1(—cosO) =1.

]
—— cos2
2COS X 0 > 5




Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola
figur— c.d.

Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkciji
f(x) = } oraz proste: x =1, x =biy =0, gdzie b > 1, .
chcemy znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego
odpowiadajacego funkgiji f(x) = 1 i odcinkowi [1, b].

Pole to jest réwne:

b
/ T dx = nx=Inb—In1=nb.
1 X



Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola
figur— c.d.

Rysunek: Logarytm naturalny liczby b > 1 jako pole trapezu
krzywoliniowego odpowiadajgcemu funkcji f(x) = % i odcinkowi [1, b].



Zastosowania catki oznaczonej— wyznaczanie
potozenia punktu materialnego w ruchu zmiennym

Punkt materialny porusza sie z predkoscia v(t) = cos t. Chcemy
znalez¢ s(T), potozeniu punktu w czasie T = . Zaktadamy, ze
s(0) = 0.

Mamy

s(ﬂ):/ﬂcostdt:[—sint]g:O—O:O.
0

Uwaga. Droga przebyta przez punkt materialny poruszajgcy sie
z predkoscia v(t) na przedziale czasowym |[a, b] jest réwna

b
/a V(1)) dt.

zaktadamy, ze v(t) jest ciagta na [a, b]. Tak wiec punkt
materialny rozwazany w naszym zadaniu przebyt droge réwng
2.



Zastosowania catki oznaczonej— droga przebyta
przez punkt materialny— c.d.

Zenek podczas zawodow biegnie z predkoscig
vz(t) = [vz(t)] = 86720 [m/sek], t > 0.

Chcemy znalez¢ dystans przebyty przez Zenka od chwili T =0
do chwili T = 100.
Droga przebyta przez Zenka (chwili T = 100) jest réwna:

100
| el = (8 g0 =
B 8

= [_m

—0.01°

0011 ;00 — —800(e~ " —1)=800(1 — e ') ~ 505,6964.



Zastosowania catki oznaczonej— Srodek ciezkosé
preta

Rozwazmy cienki pret. Skierujmy 0§ OX wzdtuz preta.
p = p(x)— masa przypadajaca na jednostke dtugosci preta. Na
odcinku [x, x + Ax] znajduje sie (w przyblizeniu): masa:

Am = pAx

p - gestos¢ na jednostke dtugosci (lub krécej gestosé).



Masa preta

Problem: chcemy obliczy¢é mase preta
Pret- wzdtuz osi OX

a- lewy koniec; b- prawy koniec.
Przyblizona wartos¢ masy preta:

n
Mn=hY" p(a+ (i 1)h),
i=1
gdzie h = 2=2_ Jesli zatozymy, ze p = p(x) jest ciagta, to masa
n

preta jest rowna:

b
m= lim Mn:/ p(x)dx.
a

n—oo



Srodek ciezko$ci uktadu punktéw materialnych

Srodek ciezkosci uktadu dwéch punktow
Punkty P; i P, lezg na prostej OX;

P;— waga wy; wspoétrzedna xq;

P,— waga w»; wspétrzedna xo.

- A A W1X1+W2X2

§rodek ciezkosci: =

Srodek ciezkosci uktadu punktéw Py, Ps, ..., Py 0

wspotrzednych xq, Xo, ..., Xp i wagach wy, wo, ..., Wy :
Siq WiX;

Z/n:1 7



Srodek ciezkoéci preta

Pret ,lezacy na osi OX”;

aib,a<b;

p - gestos¢ (na jednostke dtugosci); p jest funkcjg ciagta na
[a, b].

Przyblizona warto$¢ wspotrzednej poziomej srodka ciezkosci:

_ 2itqla+ (i=Nhlp(a+ (i —1)h)h
a Yy p(at (i—1)hh

Sn

gdzie h=(b—a)/n.
Sy jest Srodkiem cigezkosci uktadu punktow o wspotrzednych

aa+ha+2h,...,a+(n—1)h
o wagach

hp(a), hp(a+ h),...,hp(a+ (n—1)h).



Srodek ciezkosci preta— c.d.

Mozna pokazac, ze $rodek ciezkosci preta (jego wspétrzedna
pozioma) jest réwny:

b
TR p(x)ax



Przyktad

Chcemy obliczy¢ Srodek ciezkosci preta ,potozonego wzdtuz
osi OX” o koncach a= 0, b = 1 [jednostka: m] o gestosci
p(x) = x? [jednostka: kg/m]; p(x) jest funkcja ciggta na
przedziale [a, b].

Rozwigzanie

J2xp(x)dx o x3dx  1/4

JPp(x)ax i x2ax  1/3

3
T



Moment bezwtadnosci preta
Mozna pokaza¢, ze moment bezwtadnosci preta o koncach ai
b wzgledem osi x = c jest réwny:

[ efpa

p(x) jest funkcja ciggta na przedziale [a, b].

Przyktad Moment bezwtadnosci preta o koncach: a= —0,5 i
b = 0,5 [jednostka: m]

wzgledem osi przechodzacej przez srodek preta (tzn.
wzgledem osi x = 0), dla gestosci p(x) = 1 [jednostka: kg/m],
jest rowny:

/075 (x — 0)2p(x)dx = /_ x2dx = [ }0 °
’
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