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Definicja (ciggu liczbowego)

Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje odwzorowujgcg zbior
liczb naturalnych w zbidr liczb rzeczywistych. Wartos¢ tej
funkcji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciggu i
oznaczamy przez an , by itp. Ciggi o takich wyrazach
oznaczamy odpowiednio przez (an), (bn) itp. Zbior wyrazow
ciggu (an) oznaczamy przez {an}.

Uwaga 1 Niektdrzy autorzy definiujemy cigg jako funkcje
okreslong na dowolnym podzbiorze liczb naturalnych.
Uwaga 2 W ksigzkach F. Leji i H. Marcinkowskiej cigg o
wyrazach ap, n € N oznaczany jest przez {an}.



Sposoby okreslania ciggu

Ciagi liczbowe mozemy okreslac:

(i) wzorem: np.

ap=3".

(i) opisowo

an— n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby r;
(iii) rekurencyjnie: wyraz (n+ 1)—szy jest okreslony jako
funkcja poczatkowych n wyrazu ciggu; np. cigg arytmetyczny
(an) , ktérego pierwszy wyraz jest rowny 1 i roznica r jest rowna
2, moze by¢ okreslony rekurencyjnie w nastepujacy sposéb:

3121, an+1:an+2



Ciag geometryczny

Definicja
Ciag (an) okreslony przez
ai =a, anpy1 = Qan,
gdzie a i q sa danymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy
ciggiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a i ilorazie q.

Przyktad

W chwili t = 1 liczebnos¢ populacji bakterii wynosi 1000. Po
uptywie czasu T liczebnos¢ populacji bakterii sie podwaja.
Przyjmujac T za jednostke pomiaru czasu liczebnos¢ populacji
an w chwili t = n mozna okresli¢ wzorem:



Definicja
Ciag (an) jest ograniczony z dotu, jezeli zbior {an} jest
ograniczony z dotu, tj. istnieje m € R takie, Ze dla kazdego
neN

an > m.

Definicja (ciggu ograniczonego z gory)
Ciag (an) jest ograniczony z gory, jezeli zbior {an} jest
ograniczony z gory, tj. istnieje M € R takie, Ze dla kazdego
neN

an< M.



Przyktad

Ciag bn = 515 jest ograniczony z gory- ograniczeniem gornym
jestnp. 1.

Definicja (ciggu ograniczonego)

Ciag (an) jest ograniczony, jezeli zbior {an} jest ograniczony, t.
ma zaréwno ograniczenie dolne jak i gorne.

Przyktad

Ciag
n

n? +1
jest ograniczony. Ograniczeniem dolnym jest np. 0 a
ograniczeniem goérnym np. 1.

an =



Definicja
Ciag (an) jest rosnacy, jezeli

ai<a<az<.. tzn. dlakazdegone N a, < ap.1.

Analogicznie definiujemy cigg niemalejacy:
Definicja
Ciag (an) jest niemalejacy, jezeli
a1 < a<as<.. tzn. dlakazdegone N a, < ap.1.
Uwaga. Analogicznie definiuje sie cigg malejacy i nierosnacy.

Ciag nazywamy monotonicznym, jezeli jest nierosnacy lub
niemalejacy.



Pojecie granicy ciggu

Rozwazmy ciag (an) okreslony przez a, = 15 Dla dowolnego
e > 0 wszystkie, z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby,
wyrazy tego ciggu nalezg do przedziatu (0 —£,0 + ¢).
Zamiast wszystkie z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby
bedziemy czesto pisa¢ prawie wszystkie.

Definicja (stowne okreslenie granicy wtasciwej ciggu)
Ciag (an) jest zbiezny do granicy wiasciwej a € R, jesli dla
dowolnego ¢ > 0 prawie wszystkie jego wyrazy naleZa do
przedziatu (a —e,a+ ¢).



Pojecie granicy ciggu — c.d.

Definicja (granicy wtasciwej ciggu)
Ciag (an) jest zbiezny do granicy wiasciwej a € R, co
zapisujemy

lim a, = a,

n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego > 0 istnieje ny € N takie,
Ze dla kazdego n naturalnego wiekszego niz ny

lan — a| < e.

Rownos¢
Jim &n = 2

czesto jest zapisywana krécej: lima, = alub a, — a.



Granica ciggu — przyktad

Zadanie. Korzystajgc z definicji granicy uzasadnij, ze

Rozw. Mamy pokaza¢, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje ny € N
takie,ze dla n > ng

1
‘—O‘<5.
n

Niech ¢ bedzie dowolng liczbg dodatnig. Musimy znalez¢ liczbe
no € N taka, ze dla kazdego n > ny bedzie spetniona
nierownosé |1 — 0‘ < e. Mamy

1 1 . 1
’n — 0‘ = < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy n > -

Zatem za ny mozna przyja¢ dowolng liczbe naturalng wiekszg

1
niz .



Granica— zastosowania geometryczne

Problem. Chcemy obliczy¢ pole s figury S ograniczonej prosta
y = 0, prostg x = 1 i wykresem funkgji f(x) = x2.
Rozwiazanie przyblizone. Dzielimy odcinek [0,1] na n
odcinkéw o réwnej dtugosci:

[0,1) | [1,2> {”—1,1} .

n n'n n

Suma pol prostokgtéw, ktérych podstawy sg rowne tym
odcinkom a wysokosci kwadratom ich lewych kohcéw,
oznaczana przez Sy, jest sensownym przyblizeniem pola
figury S.

Pole figury S mozna zdefiniowaé jako limp_.. Sp.
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Rysunek: Przyblizony sposéb obliczania pola figury S



.Przyktad geometryczny” — c.d.

Mamy

"1 k—1v2] 1 (n—1)n(2n—1
Sn:;[nx(n”:ns(n e

wykorzystaliSmy réwnosc¢:

12422 4.+ = n(n+1)6(2n+1).

Obliczenie granicy ciagu (s,) bezposrednio z definicji— raczej
trudne.



Twierdzenie (o arytmetyce granic ciggéw)
Jezeli cigg (an) jest zbiezny do granicy wtasciwej a oraz ciag
(bn) jest zbiezny do granicy wtasciwej b, to

n[rgo(an + bn) = a-—+ b,
n||_>r20(an — bn) = a-— b,
nILrT;O (can) = ca,gdziec e R,
nIL)n;O(anbn) == ab,
. an ,
nl'_@o by = a/b, oileb #0,

Whniosek: ciag (dn) okreslony wzorem

1
dn - CW’

gdzie k jest ustalong liczbg naturalng, c jest ustalong liczbg

rzeczywista, jest zbiezny do 0.



.Przyktad geometryczny’— c.d.

Korzystajgc z twierdzenia o arytmetyce granic ciggéw mozemy
obliczy¢ granice ciagu (sp) :

1 (n—1)n(2n—1)

n||—>nc1>o Sn = n||—>nc]>o E 6 - (6)
— i (n—1)n(2n—1)_ ! (n—1)(2n—1): @
N—oo 6n3 n—oo 6n2
2n° —3n+1
- nIanlo 6n2 - (8)
2
— gim 2 gim S i ] 9)

n—oo 6n2 n—oo 6[72 n—oo @ -
1 1 . 1 1
=3 AMoptimez 3 (10)
Przy obliczeniach zostato wykorzystane Twierdzenie o
arytmetyce granic ciggow.



Liczba e
Rozwazmy ciag

Mozna sprawdzi¢, ze:
e1=2;, e =225 e =259, e =2,705.

Fakt. Mozna pokazac, ze ciag (ep) jest rosnacy.

Fakt. Dla kazdego n zachodzi e, < 3.

Z powyzszych faktéw, oraz z twierdzenia, ktére mowi, ze cigg
rosnacy i ograniczony z géry jest zbiezny (por. G. Fichtenholz,
rachunek rozniczkowy i catkowy, t.1, rozdz. 34), wynika, ze

Twierdzenie
Ciag

jest zbiezny.



Granice tego ciggu bedziemy oznaczac¢ przez e (od
matematyka szwajcarskiego L. Eulera (1707-1783)):

1 n
e= lim (1 —l—) )
n—oo n

Liczba e z doktadnoscig do 10 cyfr po przecinku jest rowna

2,7182818285.



Twierdzenie
Ciag zbiezny ma tylko jedng granice.
Definicja
Powiemy, Ze cigg (an) rozbiezny do nieskoriczonosci, co bedziemy
zapisywac
lim an = 00,
jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej P istnieje ny € N takie, Ze dla

dowolnego n > ng
an > P.

Definicja
Powiemy, Ze ciag (an) rozbiezny do minus nieskoriczonosci, co
bedziemy zapisywac
limap = —o0,
jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej R istnieje ny € N takie, Ze dla

dowolnego n > ny
an < R.



O ciggach rozbieznych do —co lub co bedziemy mowili, ze majg
granice niewtasciwe. Przyktadem takiego ciggu jest

bn = (—2)".



Cwiczenie
Uzasadni¢, korzystajgc z definicji, ze:

(@)

lim V/x = oo;

(b)
fim 2 17) = o0

(c)
lim (2" — 8) = oo.

n—oo



Cwiczenie

Uzasadnic, korzystajac z definicji, Ze ciag geometryczny (q")
Jest:

(a) zbiezny do 0, jezeli|q| < 1;

(b) rozbiezny do o, jezeliq > 1.



Cwiczenie

Obliczy¢ granice

(a)

n”+3.
n—co n—3n2'

(b)

2" +3

n—oo 3’7

. ( n )2”
lim .
n—oo \ N+ 1




