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Analiza matematyczna |

Analiza matematyczna (rachunek rézniczkowy jest jej czescia):
matematyka zmiany i ruchu.

Popularny poglad: twércami analizy matematycznej sg Isaac
Newton (1643-1727) i Gottfried Leibniz (1646-1716).



Analiza matematyczna |l

» Préba kontynuacji prac matematycznych Galileusza i
Keplera: sformutowanie dwoch zagadnien: (1) zagadnienie
stycznych polegajgce na wyznaczeniu stycznych do danej
krzywej, (2) zagadnienie kwadratury, czyli wyznaczenie
pola pod dang krzywa, ktére z kolei jest podstawg
rachunku catkowego.

» wktad Newtona i Leibniza: wykazanie zwigzku pomiedzy
(1) i (2), ujednolicenie metod dotychczas stosowanych
oraz wprowadzenie wygodnej notacji; do tych wynikow
doszli niezaleznie, por. hasto ,Rachunek rézniczkowy i
catkowy” w Wikipedii.

Podstawowe pojecia analizy matematycznej: liczba, zbior,
funkcja.



Pojecie zbioru |
Pojecie zbioru — jedno z podstawowych w matematyce.
Przyktady: zbior wszystkich ksigzek w bibliotece, zbiér
wszystkich liter alfabetu tacinskiego, zbior wszystkich liczb
catkowitych.
Przedmioty, ktére nalezg do danego zbioru, nazywamy jego
elementami.
Zdanie orzekajace, ze element a nalezy do zbioru A (czyli ze a
jest elementem zbioru A) zapisujemy

acA.
Zapis
abeA
oznacza
acA i beA

Z tej konwencji mozna korzysta¢ w przypadku, gdy liczba
elementéw nalezgcych do danego zbioru jest wigksza niz dwa.



Pojecie zbioru |l

Jezeli a nie nalezy do zbioru A piszemy
ag¢aA.
Zbiér pusty bedziemy oznacza¢ przez ().

Zbior, ktérego wszystkim elementami sg ay, . . ., a, bedziemy
oznaczacé:

{31,...,3,7}.



Zawieranie sie zbioréw

Jezeli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B, to
mowimy, ze A jest podzbiorem zbioru B, lub ze A jest zawarty w
B; zapisujemy to

AcCB.



Suma zbioréw

Przez sume zbioréw A i B, oznaczang A U B, rozumiemy zbiér,
ktérego elementami sg wszystkie elementy zbioru A i wszystkie
elementy zbioru B, i ktéry zadnych innych elementéw nie

zawiera.



lloczyn zbioréw

Przez iloczyn zbioréw A i B, oznaczany AN B, rozumiemy
czes¢ wspdlng tych zbiordw, czyli zbiér zawierajacy te i tylko te
elementy, ktére jednoczesnie do zbioru A i zbioru B.



Roéznica zbiorow

Réznica zbioréw Ai B, oznaczang A\ B, nazywamy zbiér z
tych i tylko tych elementéw, ktore nalezg do zbioru A i nie
nalezg do zbioru B.



Niech A= {1,2}, B={2,3}i C ={1,2,3}. Mamy:

ANB={2} AUB=C, BcC, A\B={1}.



Typy liczb

» zbidr wszystkich liczb naturalnych: N = {1,2, ...

» zbidr wszystkich liczb catkowitych:
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...};

» zbidr wszystkich liczb wymiernych Q;

» zbidr wszystkich liczb rzeczywistych R.



Przedziaty

» (a, b) oznacza zbi6r wszystkich liczb rzeczywistych x
spetniajgcych warunek a < x < b;
» [a, b) oznacza zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x
spetniajgcych warunek a < x < b;
» (a, b] oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x
spetniajgcych warunek a < x < b;
> [a, b] oznacza zbi6r wszystkich liczb rzeczywistych x
spetniajgcych warunek a < x < b.
W powyzszych definicjach a moze przyja¢ warto$¢ —oo (gdy
dany przedziat jest lewostronnie otwarty) a b wartos¢ oo (gdy
dany przedziat jest prawostronnie otwarty).



Zbiory ograniczone i kresy |
Definicja
Zbior A C R jest:
» ograniczony z dotu, jeZeli istnieje liczba rzeczywista m
taka, Ze m < x dla kazdego x € A;
» ograniczony z gory, jezeli istnieje liczba rzeczywista M
taka, Ze M > x dla kazdego x € A;
» ograniczony, jeZeli jest ograniczony z dotu oraz z gory.

Definicja

Niech zbior A C R bedzie ograniczony z dotu. Najwigkszg
liczbe ograniczajagca ten zbidr z dotu bedziemy nazwac jego
kresem dolnym i oznaczac inf A.

Dla zbioru A, ktéry nie jest ograniczony z dotu bedziemy
przyjmowac inf A = —oo.



Zbiory ograniczone i kresy |l

Definicja

Niech zbior A C R bedzie ograniczony z gory. Najmniejszg
liczbe ograniczajgcg ten zbidr z gory bedziemy nazwac jego
kresem gornym i oznaczac sup A.

Dla zbioru A, ktory nie jest ograniczony z géry bedziemy
przyjmowac sup A = co.

Aksjomat ciagtosci: kazdy zbiér ograniczony z dotu ma kres
dolny, kazdy zbidér ograniczony z gory ma kres gérny.



Funkcje jednej zmiennej

Definicja (funkcji jednej zmiennej)

Funkcja (jednej zmiennej) okreslong na zbiorze X C R o
wartosciach w zbiorze Y C R nazywamy przyporzgdkowanie
kazdemu elementowi x € X doktadnie jednego elementu

y € Y. Funkcje takg oznaczamy np. f: X — Y (mozna uzy¢
réwniez innych liter na oznaczenie funkcji). Wartos¢ funkcji f w
punkcie x oznaczamy przez f(x).

Definicja (dziedziny i zbioru wartosci)

Niech f: X — Y. Wtedy zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f i
oznaczamy przez Dy, a zbidr wartosci funkcji f oznaczamy
przez W;. Jezeli dany jest tylko wzor okreslajgcy funkcje, to
zbior tych elementow z R, dla ktorych wzor ten ma sens,
nazywamy dziedzing naturalng funkcji.



Definicja (réwnosci funkciji)

Mdwimy, ze dwie funkcje sg sobie rowne, jesli:

(i) ich dziedziny sg sobie rowne;

(i) dla wszystkich elementdw (wspdlnej) dziedziny przybierajg
rowne wartosci.

Przykiady. (i) funkcje f(x) = 1 + x, g(x) = 7= nie sq sobie
rowne — poniewaz ich dziedziny naturalne Dy i Dy nie sg sobie
rowne.

(ii) funkcje f(x) = x2 i g(x) = V/x* sg sobie réwne.




Zawezenie (obciecie, restrykcja) funkciji

Dla funkcji f: X — Y mozna okresli¢ jej zawezenie, nazywane
tez obcigciem lub ograniczeniem, do zbioru M C X. Jest to
funkcja fly: M — Y taka, ze f|y(x) = f(x) dla kazdego x € M.



Definicja (wykresu funkcii)

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbior par (x, f(x))
utworzony dla wszystkich elementdw x zbioru X.
Przyktad. Dla funkcji f : [-1, 1] — R okreslonej wzorem
f(x) = V1 — x2 wykresem jest ,gorna potéwka okregu” o
$rodku w poczatku uktadu wspétrzednych i o promieniu 1

sqrt(1l - x"2)
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Rysunek: Wykres funkgiji f(x) = V1 — x2



Funkcja liniowa

Dla danych a, b € R funkcjg liniowg f definiujemy wzorem:
f(x) = ax + b. (1)

Wspbtczynnik a nazywamy wspdtczynnikiem kierunkowym
prostej, a wspétczynnik b wyrazem wolnym.



Potegowanie

Dla dowolnej liczby dodatniej a oraz liczy wymiernej w = p/q
definiujemy:
av = (31/Q)p‘

Powyzsza definicja ma sens takze dla a ujemnych, jesli g jest
nieparzyste.

Dla x niewymiernego mozemy obliczy¢ z zadang doktadnoscia
a* znajdujac wartosci a*1, a*2, ..., gdzie xx oznacza
przyblizenie dziesietne liczby x wyrazone dokfadnosciag do k
miejsc po przecinku. Obliczanie kolejnych wartos$ci a* nalezy
kontynuowa¢ do momentu, w ktérym btad przyblizenia

|a* — a*| bedzie mniejszy niz zadana liczba dodatnia.



Funkcja potegowa

Funkcja, ktéra przyporzagdkowuje argumentowi x € D, gdzie D
jest zbiorem liczb rzeczywistych lub jego odpowiednim
podzbiorem, potege xP, gdzie p jest liczba rzeczywista,
nazywamy funkcjg potegowa.



Funkcje wielomianowe

Funkcje
W(x) = ap + arx + ax® + - - + anx”,
gdzie ay, . . ., a, sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
nazywamy funkcja wielomianowa.
» tatwo mozna obliczy¢ ich wartos¢;

» moga opisaé bogactwo ksztattéw badanych obiektéw — w
naukach przyrodniczych i ekonomicznych.



Funkcja wykfadnicza

Dla a dodatniego i réznego od 1 definiujemy funkcje
f(x) = a~.

Dziedzing funkciji jest zbidr liczb rzeczywistych R.
Funkcja wyktadnicza jest stosowana do modelowania proceséw
wzrostu populacji, rozpadu promieniotwérczego itd.



Funkcja logarytmiczna

Logarytmem o podstawie a, 0 < a # 1 z liczby dodatniej x
nazywamy liczbe rzeczywistg y, dla ktérej

a = x.

Funkcja logarytmiczna, dla ustalonej podstawy 0 < a # 1
przyporzadkowuje argumentowi x > 0 logarytm log, X.



Ztozenie funkciji

Definicja

Niech X, Y, Y;,Z bedg podzbioramiR, Y C Y; oraz niech
f: X—=Y,g: Y1 — Z. ZtoZzeniem funkcji g i f nazywamy
funkcje (g o f): X — Z okreslong wzorem:

(gof)(x)=g(f(x)) dia xeX.



Przyktady. (i) Dla f(x) = 2x + 1 i g(x) = 2x (dziedziny Dy i Dy
sa robwne R) ztozenie g o f bedzie réwne funkcji h(x) = 4x + 2,
Dy =R.

(ii) funkcja h(x) = sin(x?) moze by¢ wyrazona jako ztozenie
funkcji f(x) = x2 i g(x) = sin(x) :

h(x) =(gof)(x), Dn=TR;



Funkcje réznowartosciowe i funkcje ,na”

Definicja
Powiemy, ze funkcja f jest roZznowartosciowa na zbiorze A
zawartym w jej dziedzinie Dy, jezeli dla dowolnych x1,xo € Dy z
nierownosci xy # xo wynika f(x1) # f(x2).
Definicja
Powiemy, Ze funkcja f odwzorowuje zbior X na zbior Y (funkcja
f: X —Y jest,na’) jezeli zbior wartosci tej funkcji W; spetnia
warunek

Wi=Y. (2)

O funkgji f : X — Y spetniajacej warunek (2) powiemy, ze jest
,na” lub ze jest suriekcja.

Definicja

Powiemy, ze funkcja f : X — Y jest wzajemnie jednoznaczna

(jest bijekcja), jezeli roznowartosciowa na X i ,na” (jest
réznowartosciowg suriekcja).



Pojecie funkcji odwrotnej

Definicja
Niech funkcja f : X — Y bedzie bijekcjg. Powiemy, Ze funkcja h
odwrotna do f, jezeli:
» dziedzina funkcji h jest rowna Y ;
» Zzbior wartosci h jest rowny X;
» dla kazdego y € Y jest spetniony warunek: jezeli y = f(x)
tox = h(y),
co zapisujemy h = 1.
Fakt: Jedli funkcja f jest bijekcjg, to (F~')~" = f.



Przyktady funkcji odwrotnych

A(x)=2% gi(y)=F(y) = loga(y);
powyzszy zapis jest formg skrécong zapisu:
fi : R — (0, 00) okredlona wzorem f;(x) = 2% i
91 : (0,00) — R okreslona wzorem g4(y) = loga(y);
>
() =X, %) =6"'(Y)=V

dziedziny £ i g»: naturalne.



Definicja (funkcji okresowej)
Funkcja f: X — R jest okresowa, jesli istnieje T > 0 takie, ze
dla kazdego x € X

xtTeX oraz f(x+T)=1f(x).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f. JeZeli istnieje
najmniejszy okres funkcji f, to nazywamy go okresem
podstawowym.



Funkcja Dirichleta

D:R~— {0,1}
o0 -5 Fie

Funkcja D jest okresowa, nie posiada jednak okresu
podstawowego.



Funkcje trygonometryczne
Funkcje trygonometryczne sinus i kosinus sg funkcjami
okresowymi. Ich okres podstawowy jest rowny 27

vcrsin/ D  exsec

»
/ sec

Zrédto:
pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_trygonometryczne

plik ( z rysunkiem) udostepniony zostat licencji Creative
Commons 3.0, Uznanie Autorstwa- Na tych samych warunkach



Funkcje sinus i cosinus
Funkcje trygonometryczne sinus i kosinus sg funkcjami
okresowymi. Ich okres podstawowy jest rowny 27




Funkcja tangens
Funkcja tangens ma okres podstawowy rowny =. Jej dziedzina:

R\ {r/2 + kr,k € Z}.

Wykres funkcji tangens

o O AN O N B O ®
.

Rysunek: Wykres funkcji tangens



Funkcje cyklometryczne |
Definicja
Funkcjg arkus sinus (oznaczang symbolem arcsin) nazywamy
funkcje odwrotng do

s(x) =sin(x), Ds=[-7/2,7/2],

lj. do funkcji sinus obcigtej do przedziatu [—m /2,7 /2].

Np. arcsin(-=) = 7/4 bo sin(7/4)

_ 1
V2 V2



Funkcje cyklometrvczne |l

Wykres funkeji arkus sinus
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Funkcje cyklometryczne |l
Definicja
Funkcjg arkus cosinus (oznaczang symbolem arc cos)
nazywamy funkcje odwrotng do

c(x) = cos(x), D¢ =10,m],

lj. do funkcji cosinus obcietej do przedziatu [0, 7].
Np. arccos(—%) =37 bo



Funkcje cyklometrvczne IV

Wiykres funkeji arkus cosinus




Funkcje cyklometryczne V
Definicja
Funkcjg arkus tangens (oznaczang symbolem arctg)
nazywamy funkcje odwrotng do
t(x) =tgx, Di=(-m/2,7/2),

lj. do funkcji tangens obcietej do przedziatu (—= /2, 7/2).



Funkcje cyklometryczne VI

Wykres funkcji arkus tangens




Definicja (funkcji ograniczonej)
Funkcja f jest na zbiorze (bedacym podzbiorem jej dziedziny
Dy):
» ograniczona z dotu, jesli jej zbidr wartosci jest ograniczony
z dotu;
» ograniczona z gory, jesli jej zbidr wartosci jest ograniczony
z gory;
» ograniczona, jesli jest zaréwno ograniczona z dotu jak i z
gory.
Przyktady. (i) Funkcja f(x) = 1 na zbiorze (0, o0) jest
ograniczona z dotu, ale nie jest ograniczona z gory;
(i) funkcja g(x) = x? jest ograniczona na zbiorze [1,2)].



Definicja (funkcji rosnacej)
Funkcja f jest rosngca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1, X € A

f(x1) < f(x2) jesli xy < Xo.

Definicja (funkcji malejacej)
Funkcja f jest malejgca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1,X € A

f(x1) > f(x2) Jjesli xy < Xo.



Definicja (funkcji niemalejacej)
Funkcja f jest niemalejgca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1, X0 € A

f(x1) < f(x2) Jjesli x4 < Xo.

Definicja (funkcji nierosnacej)
Funkcja f jest nierosngca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1,X € A

f(x1) > f(x2) Jjesli x4 < Xo.



Definicja (funkcji monotonicznej)

Funkcja f jest monotoniczna na zbiorze A C Dy, jesli jest
nierosngca lub niemalejgca na tym zbiorze; funkcje f
nazywamy Scisle monotoniczng, jesli jest malejgca lub rosngca
na tym zbiorze.
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