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G. Hartman i in., APEX Calculus, Wer. 4, ktéry jest
udostepniony na licencji: Creative Commons
Attribution-Noncomercial 4.0.

Prezentacja zapisana w tym pliku réwniez sg udostepnione na
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Pojecie granicy funkcji w punkcie
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem
_sinx

f(x) —~ X # 0.

0.8 +

-1 1

Rysunek: Wykres funkeji f(x) = S,

X

Na tym slajdzie i kilku nastepnych separatorem dziesietnym
jest kropka.
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X sin(x)/x
-0.1  0.9983341665
-0.01  0.9999833334
-0.001 0.9999998333
0 nieokreslony
0.001  0.9999998333
0.01  0.9999833334
0.1 0.9983341665

Tabela: Warto$ci #2 dla x bliskiego 0.
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X sin(x)/x
0.4  0.9735458558
0.49 0.9604609963
0.499 0.9590134599
0.5 0.9588510772
0.501 0.9586883858
0.51 0.9572102880
0.6 0.9410707890

Tabela: Wartosci funkcji 1* dla x bliskiego 0.5
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Nieformalna definicja granicy funkcji w punkcie

Niech f bedzie funkcja okreslong na zbiorze
(Xo — r,Xo) U (X0, Xo + r) dla danego xp i pewnego r > 0.
Wyrazenie ,granica f(x) gdy x dazy do xp” oznacza liczbe,
ktéra oznaczymy przez L, do ktérej dazy f(x), gdy x dazy do xp.
Bedziemy uzywac notaciji:

lim f(x) = L. (1)

X—Xo
Tabele oraz wykres sugeruja, ze:

. sinx . . sin X
lim ~1 | lim
x—0 X x—0.5

~ 0.959.
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Przyktad

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

X2 —x—6

f¥) = 6x2 —Tox+ 3

0.34 +
0.32 +
0.3 +

0.28 +

0.26 +

2.5 3 3.5

Rysunek: Wykres funkcji f
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X X2—x—6
6x2—19x+3
2.9 0.29878

2.99 0.294569
2.999 0.294163
3 nieokreslony
3.001 0.294073
3.01 0.293669
3.1 0.289773

Tabela: Wartosci funkcji £(x) = go==8

Wykres i tabela sugeruja, ze

lim f(x) ~ 0.294.

xX—3
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Przyktady sytuaciji, gdy granice nie istniejg |

Rozwazmy funkcje g okres$long wzorem

x2—2x+3 da x<T1;
9(x) =
X, da x> 1.

S~

t t t > X
0.5 1 1.5 2

Rysunek: Wykres funkcji g
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Przyktady sytuacji, gdy granice nie istnieja I
X g(x)

0.9 2.01
0.99 2.0001
0.999 2.000001
1.001 1.001
1.01 1.01

1.1 1.1

Tabela: Wartosci funkcji g
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Przyktady sytuacji, gdy granice nie istnieja lll

Rozwazmy funkcje h okreslong wzorem

100 +

50 +

g

0.5 1.5 2

Rysunek: Wykres funkcji h

t X
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Przyktady sytuaciji, gdy granice nie istniejg IV
Wykres funkcji h okreslonej wzorem

o1
h(x) = sin X

1.5 %

Y
1
‘ X
0.5 1
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Granica funkcji — definicja Cauchy’ego

Oznaczenia

S(xo,r) = (X0 —r,Xo)U(xo,Xo+r), Xo€R, r>Q0.
Definicja 1

Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcjg okreslong
przynajmniej na sgsiedztwie S(xy, r) dla pewnego r > 0. Liczba
g jest granicg wtasciwg funkcji f w punkcie xq, co zapisujemy

lim f(x) =g, (2)

X—Xp

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ¢ > 0 istnieje § > 0
takie, Ze dla dowolnego x € S(xo, r):

jezeli 0 < |x—Xxp| <0, to |f(x)—g|<e.
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Granica funkcji — definicja Heinego

Definicja 2
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcja okreslong
przynajmniej na sgsiedztwie S(xg, r) dla pewnego r > 0. Liczba
g jest granicg wiasciwg funkcji f w punkcie xg
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu punktéw (x,) z
sgsiedztwa S(xy, r) zbieZznego do xo mamy:

Jim f(xn) = 9.
Mozna udowodnié, Ze podane definicje granicy funkcji w
punkcie sg réownowazne.
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Przyktad

Chcemy uzasadnic, ze
lim v/x = 2.
x—4

Funkcja f(x) = \/x jest okreslona na S(4,2).
Zatozmy, ze e < 2. Wtedy nierownosc¢ |f(x) — 2| < ¢ jest
réwnowazna z:
(2—6)2 <X < (2+6)2
4—4et e <x<dtdeté?
4 — (4e — @) < X < 4+ (4e + €2)

Wiec mozna przyjaé § < 4e — €.
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Twierdzenie o granicach wtasciwych funkcji

Twierdzenie 1 (o arytmetyce granic funkcji)

Niech b, c, L i K beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi, n dang liczba naturalng;
niech funkcje f i g beda okreslone na S(xy, r) dla ustalonego xo € R i pewnego r > 0.
Jezeli funkcje f i g majg granice wtasciwe w punkcie xo réwne, odpowiednio, L i K, to

limb = b, (3)

EE":X = ¢ (4)

lim (f(x)+g(x)) = L+K, ©)
lim (f(x)-9g(x)) = L-K, (6)
XILn}O(cf(x)) = cL, (7)
lim (f(x) - g(x)) = LK, (8)
xw@% = %, oile K#0, 9)

lim {/f(x) = VL dian parzystego zaktadamy f(x) > 0 na S(xo, ). (10)
—X0

Zaktadamy, ze we wzorze (10) L jest nieujemne w przypadku, gdy n jest parzyste.
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Granica funkcji ztozonej

Twierdzenie 2
Zatézmy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice wtasciwg yy i
f(x) # yo dla x € S(xp, r) dla pewnego r > 0, oraz Ze funkcja g
ma w punkcie y, granice wiasciwg q. Funkcja g o f ma wtedy w
punkcie xy granice q, czyli

lim g(f(x)) = q.

X—Xp

Uwaga 1
Jezeli zatozymy, ze
Jim 9(y) = g(x),

wtedy zatozenie: f(x) # yp dla x € S(xo, r) dla pewnego r > 0
moze by¢ pominiete.
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Przyktady

Niech

lim f(x) =2, lim g(x) =3,1 p(x) = 3x% —5x +7.
X—

X—2
Obliczy¢:
> limy_a(f(X) + g(x));
> limy_2(5f(x) + [9(x)]2);
> limy_2 p(X).
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Twierdzenie 3
Niech p(x) i g(x) beda wielomianami a c¢ ustalong liczbg
rzeczywistg. Wtedy:

> limy_.c p(x) = p(c)

> limy ¢ ZEX; = pgg; jezeli g(c) # 0.
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Kilka waznych granic

Twierdzenie 4
Niech ¢ bedzie liczbg rzeczywista nalezacag do dziedziny funkcji
rozwazanej w zadanym podpunkcie. Prawdziwe sg rdwnosci:

1. limy_¢csinXx =sinc;

2. limy_,ccosX = cosc;

3. limy_ctgx =tgc;
4. limy_ca*=a1+a>0;
5. limy_¢cInx =Inc.
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Przyktady

Wyznaczyé¢:
1. limy_ /2 cos X;
; 1 2,).
2. ||mX_>3 (m—tg X),
3. limy_ /2 cos Xsin X;
4

limy g enx.

21/58



Twierdzenie o trzech funkcjach

Twierdzenie 5

Niech f, g i h beda funkcjami okreslonymi na sgsiedztwie
S(xo, r) danego punktu xy dla pewnego r > 0 spetniajgcymi
warunek

f(x) < g(x) < h(x) dla xe S(x,r).
Jezeli

lim f(x)=L= lim h(x)

X—Xp X—Xo

dla pewnego L € R, to

lim g(x) = L.

X—Xp
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Przyktad

Chcemy obliczy¢
. sinx
lim .
x—0 X

Z rozwazan geometrycznych wynika, ze:

sinx < x<tgx dla xe (0,%),

por.: Hanna Marcinkowska ,,Analiza Matematyczna. Funkcje
jednej zmiennej” str. 137; ksigzka jest dostepna pod adresem:

http://www.math.uni.wroc.pl/analiza-1

Wynika stad, ze:

sin X

1>

dlax € (—n/2,0)U(0,7/2).
Z twierdzenie o trzech funkcjach wynika, ze

> cos X
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Granice funkcji— przykfady

Dowody tych twierdzen sg niebanalne.
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Przyktad

Pierwsza z réwnosci wynika stad, ze wartosci funkcji

x2 —1

o) = x—1

i g(x)=x+1

sgrownena R\ {1}.
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Twierdzenie 6
Niech funkcje f i g bedg réwne na S(xg, r) dla danego xp € R i
pewnego r > 0. Jezelilimy_.x, g(x) = L dla pewnej liczby
rzeczywistej L, to

lim f(x) = L.

X—Xp
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Przyktad

Korzystajgc z Twierdzenia o arytmetyce granic funkcji i
Twierdzenia 6 mozna uzasadnic, ze

x—1 1

[im .
x—-1x>—1 5
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Przyktad

Niech f(x) = —1,5x% 4 11,5x. f(x) oznacza potozenie punktu poruszajgcego
sie wzdtuz prostej OX w czasie x.

Wyznaczy¢
lim f(1+h)— f(1)‘
h—0 h
Uwaga: %},’f“) to ,$rednig predkos¢ na odcinku czasowym [1,1 + A]”.

A+ h)—f) . =151+ h2+115(1+h) —(=1,5)(1)2+11,5(1))
lim = |lim =
h—0 h h—0 h
=151 +2h+H)+115+115n-10
= |lim =
h—0 h
. —15(1+2h+h?)+115+11,5h— 10
:/!ino h -

— lim(—1,5h + 8,5) = 8,5.
h—0
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lloraz réznicowy:f(x) = —1,5x% + 11,5x, h= 4
f

A

20
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lloraz réznicowy:f(x) = —1,5x2 +11,5x, h=0,5

f

A

20

10 |

2
f(1,5) — f(1

4
) _

3,875

15— 1

0,5

—7,75.
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Granica prawostronna
Definicja 3
Dla xy € R ir > 0 przedziat (xo, Xo + r) bedziemy nazywac
prawostronnym sasiedztwem punktu xo 0 promieniu r i
oznacza¢ S*(xo, r).
Definicja 4
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcja okreslong
przynajmniej na sasiedztwie prawostronnym S+ (xg, r) dla
pewnego r > 0. Liczba g jest granicg wiasciwg prawsotronng
funkcji f w punkcie xq, co zapisujemy

lim f(x) =g, (11)
x—>x5r

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ¢ > 0 istnigje § > 0
takie, Ze dla dowolnego x € S*(xg, r):

jezeli 0<x—xp<d, to |f(x)—g|l<e
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Granica lewostronna
Definicja 5
Dla xy € R ir > 0 przedziat (xo — r, Xo) bedziemy nazywac
lewostronnym sgsiedztwem punktu xo 0 promieniu r i oznacza¢
S~ (xo0,r).
Definicja 6
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcja okreslong
przynajmniej na sgsiedztwie prawostronnym S~ (xo, r) dla
pewnego r > 0. Liczba g jest granicg wiasciwg lewostronng
funkcji f w punkcie xq, co zapisujemy

lim f(x) =g, (12)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego e > 0 istnieje § > 0
lakie, dla dowolnego x € S~ (xg,r):

jezeli 0<xp—x<9, to |f(x)—g|l<e
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Granice jednostronne — przyktady

N

1 2

Rysunek: Wykres funkcji f

X, 0<x<T1,;
f(x) =
3—x, 1T<x<2.

Mamy: limy_4- f(x) =1, limy_1+ f(x) =2, ...
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Granice jednostronne — przyktady, c. d.

Rysunek:

2 — X, O<x<1;, x#1
f(x) = 5
(x—2)7, 1<x<2

Mamy: IimX_)17 f(X) = 1, |imxe1+ f(X) = 17' ..
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Granice jednostronne — przyktady, c. d.

0.5 +

Rysunek:

—1)? <x<2 1;
1, x=1

Mamy: limy,_4- f(x) =0, f(1) =1,...
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Granice jednostronne — przyktady, c. d.

0.5 +
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Funkcje ciggte

Definicja 7 (funkciji ciagtej w punkcie)
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na otoczeniu (xo — r, Xo + r), gazie r jest pewng
liczbg dodatnig. Funkcja f jest ciggta w punkcie xq wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim f(x) = f(xp). (13)

X—Xo

Obrazowo: funkcja jest ciagta w punkcie, gdy jej wykres nie
Jprzerywa sie” w tym punkcie.
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Funkcje lewostronnie i prawostronnie ciggte

Definicja 8 (funkcji lewostronnie ciggtej w punkcie)
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na przedziale (xo — r, Xo] dla pewnego r > 0.
Funkcja f jest lewostronnie ciggta w punkcie xy wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim f(x) = f(xp). (14)

X~>XO_

Analogicznie definiujemy funkcje prawostronng w punkcie Xp.
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Definicja 9
Przedziatem nazywamy zbidr postaci:
(a,b), (a,b], [a,b), [a, b], gdzie a < b,

lub (—o0, a), (—o0, a], (a, ), [a, ), (—o0, ), gdzie a € R.

Uwaga. Przedziatami otwartymi bedziemy nazywaé zbiory
postaci (a, b), (—0, a), (a, ), (—oo0, ), a,b € R.
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Funkcje ciggte na przedziale

Definicja 10
Funkcja jest ciggta na przedziale otwartym |, jeZeli jest ciggta w
kazdym punkcie tego zbioru.
Moéwimy, ze funkcja f(x) jest ciggta:
> na przedziale [a, o0), jesli jest ciagta na przedziale
otwartym: (a, oo) i prawostronnie ciggta w punkcie a;
» na przedziale (oo, b], jesli jest ciagta na przedziale
otwartym: (oo, b) i lewostronnie ciggta w punkcie b;

» na przedziale [a, b], jesli jest ciagta na przedziale
otwartym: (a, b), prawostronnie ciggta w punkcie a i
lewostronnie ciggta w punkcie b.
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Funkcje ciggte — c.d.

Twierdzenie 7
Funkcja f jest ciggta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

im £(x) = lim_f(x) = f(a),

tj. wtedy i tylko wtedy, gdy f jest zardwno prawostronnie ciggta
jak i lewostronnie ciggta w a.
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Przyktad

Rysunek: Wykres funkgji f(x) = | x|

| x| — cze$¢ catkowita (,podtoga”) x: najwieksza liczba
catkowita nie wieksza niz x;
f jest ciagta na (0, 1); jest prawostronnie ciagtaw xp = 1,. ..
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Przyktady

» Funkcja f okre$lona przez: f(x) = I | dla x # 0, f(0) =0,
nie jest ciggta prawostronnie ani lewostronnie w xo = 0 (nie
jest tym bardziej ciggta w xg = 0).

» Funkcja g okreslona przez: g(x) = M dlax #0, g(0) =
jest ciggta prawostronnie w xg = 0.
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Dziatania na funkcjach ciggtych

Twierdzenie 8
Jezeli funkcje f i g sa ciggte w punkcie xg, to:

» funkcja f + g jest ciggta w punkcie Xxg;

» funkcja f — g jest ciggta w punkcie xg;

» funkcja f - g jest ciggta w punkcie Xo;

> funkcja % jest ciagta w punkcie xo, 0 ile g(xo) # 0.

Twierdzenie to jest rowniez prawdziwe dla funkcji lewostronnie
(lub prawostronnie) ciagtych.
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Twierdzenie 9

Jezeli

1. funkcja f jest ciggta w punkcie Xy,

2. funkcja g jest ciggta w punkcie yy = f(Xp)

to funkcja g o f jest ciggta w punkcie xo;

przypominamy, ze (g o f)(x0) = g(f(Xo))-

Z twierdzen 8 i 9 wynika, ze wiele funkcji wystepujacych w
zastosowaniach praktycznych to funkcje ciagte (funkcje:

wielomianowa, sinus, cosinus, wyktadnicza i logarytmiczna itd.

sa funkcjami ciggtymi). Mozna pokaza¢, ze wszystkie funkcje
elementarne sg ciggte.
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Twierdzenia o funkcjach ciagtych

Twierdzenie 10 (Bolzano)
Jezeli funkcja f, ciggta na przedziale [a, b], spetnia warunek
f(a)f(b) < 0, to istnigje ¢ € (a, b) taki, Zze f(c) = 0.
Miejsce zerowe funkcji spetniajgcej zatozenia twierdzenia moze
by¢ wyznaczone np. przy uzyciu metody bisekcji (réwnego
podziatu) — por. artykut ,Metoda réwnego podziatu w
Wikipedii”.
Twierdzenie 11
Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale skoriczonym [a, b], to:

1. jest ograniczona na tym przedziale;

2. istniejg punkty c i d nalezace do |a, b] takie, zZe

f(c)= inf f(x) i f(d)= sup f(x).

x€la,b] x€[a,b]
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Niewtasciwa granica funkcji w punkcie |

Definicja 11

Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcja okreslong
przynajmniej na sgsiedztwie S(xy, r) dla pewnego r > 0.
Funkcja f ma w punkcie xy granice niewtasciwg oo, co

oznaczamy przez
lim f(x) = oo,
X—Xo
jezeli dla kazdego N > 0 istnieje 6 > 0 takie, Ze dla kazdego
x € S(xp,r):

Jezeli |x —xo| <o to f(x)>N.
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Niewtasciwa granica funkcji w punkcie Il

Definicja 12
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcja okreslong
przynajmniej na sgsiedztwie S(xo, r) dla pewnego r > 0.
Funkcja f ma w punkcie xo granice niewfasciwg —oo, co
oznaczamy przez

lim f(x) = —o0,

X—Xo
jezeli dla kazdego N < 0 istnieje 6 > 0 takie, Ze dla kazdego
x € S(xp,r):

Jezeli |x —xp| <o to f(x)<N.

Przyktad 1

: 1 _
limy—0 3z = oc.
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Jednostronne granice niewtasciwe w punkcie
Definicje jednostronnych granic niewtasciwych w punkcie —
analogiczne do odpowiednich definicji granic w punkcie. Fakt,
ze funkcja f punkcie a granice lewostronng —oo zapisujemy w
postaci:

lim f(x) = —o0;
X—a—

fakt, ze funkcja f punkcie a granice prawostronng —oo
zapisujemy w postaci:

lim f(x) = —o0;
x—at
fakt, ze funkcja f punkcie a granice lewostronng oo zapisujemy
w postaci:
lim f(x) = oo;
X—a—

fakt, ze funkcja f punkcie a granice prawostronng co
zapisujemy w postaci:

ler2+ f(x) = oo.

49/58



Asymptoty pionowe

Definicja 13
Prosta x = a jest asymptotg pionowg lewostronng funkcji f,
jezeli

lim f(x) =—occ albo lim f(x)= oc.

X—a- X—a-

Asymptote pionowg prawostronng definiujemy analogicznie.

Przyktad 2

Prosta x = 0 jest asymptotg pionowg lewostronng i
prawostronng funkcji f(x) = } (czyli jest tzw. asymptotg
obustronng funkcji f).
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>

—10 |

Rysunek: Wykres funkcji f(x) = 2%

x2—4

Proste x = —2 i x = 2: asymptoty pionowe obustronne funkciji f;
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Granice w nieskonczonosci |

Definicja 14
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a, oo) dla
pewnego a € R. Powiemy, Ze f ma granice w nieskoriczonosci

rowng g, co bedziemy zapisywac
Jim_ f(x) =g,

jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje M > a takie, Ze:

Jezeli x> M, to |f(x)—g|<e.
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Granice w nieskonczonosci Il
Definicja 15
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (—, b) dla
pewnego b € R. Powiemy, Ze f ma granice w minus
nieskoriczonosci rowng g, co bedziemy zapisywac

im f(x)=g.

jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje M < b takie, zZe:

Jezeli x <M, to |f(x)—g|<e.
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Granice w nieskohczonosci lll

Definicja 16

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a, oo) dla
pewnego a € R. Powiemy, Ze f ma w nieskonczonosci granice
niewtasciwg oo, co bedziemy zapisywac

Jim_ f(x) = oo,

jezeli dla kazdego M > 0 istnieje N > a takie, ze:

Jezeli x> N, to f(x)> M.

W analogiczny sposéb definiujemy granice niewtasciwg —oco w
nieskonczonosci oraz granice niewtasciwe w minus
nieskonczonosci.
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Asymptota pozioma

Definicja 17 (asymptoty poziomej funkcji)
Prosta y = b nazywamy asymptotg pozioma funkcji f w co
wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim (f(x) — b) = 0.

X—00

Analogicznie definiujemy asymptote poziomg w —oo.
Przykiad. Prosta y = 0 jest asymptotg pozioma funkgciji
wyktadniczej f(x) = J; w +oo bo:

. 1
Jim_ (Xz —°> =0.
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Rysunek: Wykres funkcji f

sin X .
fx)={ x» X70
1, x=0.

Prosta y = 0 jest asymptotg pozioma funkcji f w —oo i co.
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Asymptota ukosna

Definicja 18
Mowimy, zZe prosta y = ax + b jest asymptotg ukosnag funkcji f
w oo wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x)

a= lim ~ orazb = XILrgo[f(x) — ax|.

X—00
Uwaga: asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem
asymptoty ukosne;j.

Przyktad 3

Prosta y = x jest asymptotg ukosna funkcji f(x) = ]

X W oo.
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Definicje Heinego granic jednostronnych, granic
niewtasciwych i granic w nieskonczono$ci

Definicje Heinego dla rozwazanych granic: por. ksigzke
Gewerta i Skoczylasa ,Analiza matematyczna 17, wyd. 27,
rozdz. 3.
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