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Problem — obliczanie predkosci chwilowej

Droga s, jakg przemierzy kulka ofowiana upuszczona z
wysokiej wiezy po czasie t:

_g®

5=

Przyjmujemy: g = 103.
Chcemy znalez¢ predkosé¢ kulki w danym momencie, np. dla
fh = 2.



Srednia predko$é kulki na przedziale czasowym [ty, ty + At]:

s(to + At) — s(ty) B
At B

5(2ty + At).

Definicja 1

Niech xo € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na otoczeniu O(Xg, r), gdzie r > 0. llorazem
réznicowym funkcji f w punkcie xo odpowiadajgcym przyrostowi
Ax, gdzie 0 < |Ax| < r, zmiennej niezaleznej nazywamy liczbe

Af _ f(xo + Ax) — f(Xo)

AX AX




Pochodna funkgciji

Definicja 2

Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na otoczeniu O(Xg). Pochodng wiasciwg funkcji f
w punkcie xo nazywamy granice wiasciwg

f'(xo) = Jim w

Uwaga. Inaczej méwigc pochodna funkcji f jest granica ilorazu
réznicowego &f gdy Ax — 0. Mamy zatem
f(xo + Ax) — f(xp)

f =1 .
(o) A)I(rﬂo AX




Oznaczenia

Do oznaczania pochodnej funkcji f w punkcie xo stosowane sg
takze symbole
df

dx(XO)’ Df(xo)-



Mamy

Sl(to) = lim s(to + At) — S(to)

M= ar  AmSR AN =10k



Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

lloraz réznicowy jest rowna wspdétczynnikowi kierunkowemu
prostej przechodzacej przez punkty (xo, f(Xp)) i

(X0 + Ax, f(xo + Ax)) (tzw. siecznej).

Uwaga ,Wspotczynnik kierunkowy siecznej” jest rowny
tangensowi kata nachylenia siecznej do dodatniej czesci osi
OX.



Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego— c.d.
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Rysunek: Sieczne przyktadowej funkgiji f, dla xo = 5 i r6znych
wartosci przyrostu Ax



Interpretacja geometryczna pochodnej

Definicja 3 (stycznej do wykresu funkcji)

Niech xy € R oraz niech funkcja ciggta f bedzie okreslona
przynajmniej na otoczeniu Xg. Prosta jest styczna do wykresu
funkcji f w punkcie (xo, f(x0)), jezeli jest granicznym
potoZeniem siecznych funkcji f przechodzgcych przez punkty
(X07 f(XO))7 (X7 f(X))’ gdyx — Xo-

Geometrycznie styczna jest prosta, ktéra w sgsiedztwie punktu
stycznosci ,najlepiej” przybliza wykres funkcji. Nie jest prawda,
ze kazda prosta ktéra ma tylko jeden punkt wspdiny z
wykresem jest do niego styczna.



Interpretacja geometryczna pochodnej- c.d.
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Rysunek: Styczna jako graniczne potozenie siecznych



Twierdzenie 1
Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (Xo, f(Xo))
ma postac

y = f(xo0) + f'(%0) (X — Xo);
zaktadamy, ze pochodng funkcji f w punkcie xg istnieje.
Uwaga terminologiczna Jezeli funkcja f ma pochodng w
punkcie xg, to bedziemy méwic, ze jest ona w tym punkcie
rézniczkowalna.



Mozna sprawdzi¢, ze:

>
>
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>
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»
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por

dla funkcji statej f(x) = ¢, c e R, x € R, f'(x) = 0;
dla funkciji liniowej f(x) = ax + b, a,be R x € R, f'(x) = a;

dla funkcji potegowej f(x) = x", n € N x € R,
f'(x) = nx"~1;

dla f(x) = 5, me N, x e R\ {0}
-m
f’(X) = i ;

dla f(x) =sinx, x € R, f'(x) = cos X;
dla f(x) = cosx, x € R, f'(x) = —sinx;
dla f(x) = e*, x e R, f'(x) = €,
. rozdziat ,,Pochodna funkcji” skryptu M. Krycha (odpowiedni

link jest umieszczony na stronie kursu).



Przyktad

Styczna do wykresu funkcji f(x) = e w punkcie (0,1) ma
réwnanie
y=x+1.



Rézniczkowalnos¢ funkeji f(x) = |x|

Dla funkcji f(x) = |x| pochodna w xo = 0 nie istnieje. Wynika to
z réwnosci:

jim X120
x—0— X—O N
. X[=0 _
x|l>n3+ x—0 =1
W punkcie xg # 0 funkcja f jest r6zniczkowalna: f'(x) = —1 dla
x <0, f(x)=1dlax>0.



Pochodne jednostronne funkciji
Definicja 4
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na przedziale (xo — r, Xp) dla pewnego r > 0.
Pochodng lewostronng funkcji f w punkcie xq nazywamy
granice wiasciwg lewostronng
f(x) — f(xo)

fL(Xo): lim ————— =7,

X=Xy X — Xo

Definicja 5
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na przedziale (xp, xo + r) dla pewnego r > 0.
Pochodng prawostronng funkcji f w punkcie xo nazywamy
granice wiasciwg prawostronng

fl.(x0) = lim 109 = fxo)

x—>x0+ X — Xo



Funkcja f(x) = |x| — pochodne jednostronne w
X0 = 0.

Mozna sprawdzic, ze

f(0)=—1, £, (0)=1.



Warunek konieczny i dostateczny istnienia pochodnej

Fakt 1
Funkcja f ma pochodng w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg pochodne jednostronne w tym punkcie i sg sobie
rowne, {j.

. (X0) = F1(%0)-

Gdy warunek ten jest spetniony, to pochodna funkg;ji f jest
réwna wspolnej wartosci pochodnych jednostronnych:

f'(x0) = L (x0) = f.(x0)-



Ro6zniczkowalnos¢ a ciggtos¢ funkeji w punkcie

Twierdzenie 2
Jezeli funkcja f jest roZzniczkowalna w punkcie xg, to jest w tym
punkcie ciggta.



Przyktad

Wyznaczy¢ parametry ai b, dla ktérych funkcja f okreslona
wzorem

f(X):{?(x—1)+b, x <1,

X’ X>11

jest rézniczkowalna na R.

Rozwigzanie Funkcja f jest r6zniczkowalna na (—oo, 1) i na
(1, 00). Funkcja ta bedzie rézniczkowalna na R , jezeli w
punkcie xo = 1 bedzie obustronnie ciggta i gdy pochodne
jednostronne w tym punkcie bedg réwne.

Funkcja f jest ciggta w xg = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy b = 1.
Przy tym zatozeniu:

f(y=a i f(1)=-1.

Stad otrzymujemy: a = —1.
Odpowiedz a = —1,b=1.



Przyktad

Wyznaczy¢ parametry ai b, dla ktérych funkcja f okreslona
wzorem

) = {eszr b, x<2,

el X > 2;
jest rozniczkowalna na R.
Rozwiazanie Funkcja f jest rozniczkowalna na (—oo,2) i na
(2, 0). Funkcja ta bedzie rézniczkowalna na R , jezeli w
punkcie xg bedzie obustronnie ciggta i gdy pochodne
jednostronne w tym punkcie bedg réwne.
Funkcja f jest ciggta w xo = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
2a+ b = 1/4. Przy tym zatozeniu:

r@=ai @)= 5=,

Stad otrzymujemy: a=—1/4,b = 3/4.



Pochodna na przedziale

Definicja 6 (pochodnej funkcji na przedziale otwartym)
Funkcja ma pochodng wtasciwg na przedziale otwartym wtedy i
tylko wtedy, gdy ma pochodng wiasciwg w kazdym punkcie
tego zbioru. Funkcje okreslong na tym przedziale, ktorej
wartosci w punktach x tego zbioru sg rowne f'(x) nazywamy
pochodng funkcji na zbiorze i oznaczamy przez f'.

Pochodng funkcji f na przedziale Z = [a, b] (0znaczmy jg przez
f') okreslamy nastepujgco:

f'(x), x € (a,b),
f'(x) = { pochodna prawostronnaw x, x = a,
pochodna lewostronnaw x, x =b.
Analogicznie definiujemy pochodng na innych typach
przedziatow.

Powiemy, ze funkcja jest r6zniczkowalna na przedziale I, jezeli
ma ona pochodng na tym przedziale.



Twierdzenia o pochodnych funkciji

Twierdzenie 3
(o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu oraz ilorazu funkcji).
Jezeli funkcje f i g majg pochodne wiasciwe w punkcie xg, to

(f+9)(x0) = f(x)+7 (%) (1)
(f—9)(x%) = f(x)—9g(x); (2)
(cf)(xo) = cf'(x0), gdzie c € R; (3)
(f-9)(x) = f(x)g(X)+f(X)g (X); (4)
f\' ~ f(x0)9(%) — f(x)g (x0) .

Dowdd ostatniej rownosci wynika z faktu:

f f f(x)—f _
o~ sbe) _ F(x)90x0) — fo)g(x) _ "R 900 — 2950

X — Xo (x — X0)9(x)9(x0) 9(x)g(xo)



Pochodna funkcji odwrotnej

Twierdzenie 4

Zatézmy, ze funkcja f jest ciggta i scisle monotoniczna na
przedziale (xo — r, Xo + r) oraz Ze ma pochodng rézng od zera
w punkcie xo. Wtedy funkcja odwrotna do f ma pochodng w
punkcie yo = f(xo) oraz




Przyktad 1
Funkcja In, odwrotna do funkcji eksponencjalnej, spetnia dla
dowolnego y, > 0 rownosc¢

L
f'(x) ¥’
gdzie f(x) = exp(x) jest funkcja eksponencjalng. Stad
otrzymujemy:

In(yo) =

(|nX)/:;, X>0



Pochodna funkcji ztozone;

Twierdzenie 5

Jezeli funkcja f ma pochodng wtasciwg w punkcie xq i funkcja g
ma pochodng wiasciwg w punkcie f(xp),

to

((a(f(x))) = (F(x0))f (x0).

Dowdd, przy zatozeniu, ze f(x) — f(xp) # 0 dla x € S(xp, r) dla
pewnego r > 0, mozna oprze¢ na rownosci:

9(f(x)) — 9(f(x0)) _ 9(f(x)) — g(f(x0)) f(x) — f(x0)

X — Xo T f(x) — f(xo) X — Xo

Przyktady

(e ) = (e ¥)(-2x) = —2e %°x

(&) = (e”) = be™ = a¥Ina,

gdzie1#a>0,b=Ina.



Pochodna funkcji ztozonej — przyktad

(Xb)/ — (ebInX)/ _ bXb_1,

gdzie b jest dowolng liczbg rzeczywistg r6zng od 0, x nalezy do
dziedziny naturalnej funkgji f(x) = x? oraz do dziedziny
naturalnej funkgji f(x) = x?~1.



Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych

Wzér Zakres zmiennosci

(c) = ceR

(x )—nx”1 ncNorazx € R

(xP) —pxp T pe{-1,-2,-3,..}orazx #0
(x*) = a € R\ Z, Zakres zmiennej x zalezy a
(sin x)" = cos x xeR

(cosx) = —sinx xeR

(log s X) = £ O<a#1orazx >0

(In x)’ 1 x>0

(a)—axlna O<a#1orazxeR

(e¥) = x eR

(arctgx) 1J:X2 x eR

(arcctg x)' = 11}(2 x eR

(arcsinx)' = \/117 e(—-1,1)

(arccosx) = —— e(—1,1)




Pochodne wyzszych rzedow

Pochodna funkcji f' na Z (jezeli ona istnieje) bedziemy
oznaczaé przez (3,

pochodng funkcji %) na Z (jezeli ona istnieje) przez (3,
pochodng funkcji f®) na 7 (jezeli ona istnieje) przez ) itd.
Zamiast f(® piszemy na ogot 1.

Niektorzy autorzy pisza f” zamiast ().

Powiemy, ze funkcja f jest dwukrotnie r6zniczkowalna na
przedziale Z, jezeli istnieje druga pochodna tej funkcji na
przedziale 7.

Analogicznie definiujemy pojecie funkcji n- krotnie
rézniczkowalnej, gdzie n jest dowolng liczbg naturalng.

W pewnych sytuacjach okreslenie n-tej pochodnej wymaga
zawezenia dziedziny — na przyktad w przypadku funkcji
f(x) = v/x, x > 0 pochodne 1-go., 2-go itd. rzedu nalezy
okresli¢ na (0, o).



Pochodne wyzszych rzedow— przyktady

Dla f(x) = x® (w tym przypadku obliczamy pochodne na
przedziale Z = R) mamy:

f'(x) = 3x2,

f'(x) = 6x,

f"(x) = 6,
fM(x)=0dlan>3



