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Monotoniczno$¢ funkcji na przedziale

Zatbzmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale Z (tzn.
istnieje pochodna funkgji f na przedziale 7). Funkcja f jest:

> rosnaca, jesli f'(x) > 0 na przedziale Z;

» niemalejaca, jesli f'(x) > 0 na przedziale Z;
» malejaca, jesli f'(x) < 0 na przedziale Z;

> nierosnaca, jesli f'(x) < 0 na przedziale Z.

Przyktad 1

Funkcja f(x) = ax® + bx + ¢ dla a > 0 jest male/qca na

przedziale (—oo, 2a) i rosngca na przedziale ( 551 00).



Monotoniczno$¢ funkgji logistycznej

Pochodna funkciji logistycznej
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Stad wynika, ze f jest monotoniczna na R.
Monotoniczno$¢ f mozna tez uzasadnié, opierajgc sie na
wtasnosciach funkcji wyktadniczej— wynika z nich, ze
mianownik f jest funkcjg malejaca zmiennej x.



Funkcja logistyczna

Rozwazamy funkcje logistyczng y = f(t) = %
Rysunek: Wykres funkcji y = fo(t) = 1rgeros

Funkcja fy moze opisywaé np. wzrost masy stu ziaren
kukurydzy (jednostka pomiaru bytby gram) ; t oznaczatoby czas
wegetacji wyrazony w tygodniach.



Ekstremum lokalne

Definicja 1
Méowimy, zZe funkcja f(x) osigga w punkcie Xy
» minimum lokalne, jezeli wartos¢ funkcji f w punkcie xq jest
mniejsza od wartosci funkcji f w pewnym sgsiedztwie tego
punktu, t.
f(x) > f(xo) dlax e S(xo,r)
dla pewnego r > 0.

» maksimum lokalne, jeZeli wartosc¢ funkcji f w punkcie xq
jest wieksza od wartosci funkcji f w pewnym sgsiedztwie
tego punktu, tj.

f(x) < f(xo) dlax e S(xo,r)
dla pewnego r > 0.

ekstremum lokalne: minimum lokalne lub maksimum lokalne.



Ekstremum lokalne— warunek wystarczajgcy

Twierdzenie 1
Jesli pochodna funkcji f w punkcie xg jest rowna zeru i dla
pewnegor >0

» spefnione sg nierdwnosci

f(x)<0dlaxe(xo—1r,X),
f'(x) > 0dlax e (xo,% + 1),
to funkcja w xy osigga minimum lokalne.
» spetnione sg nierdwnosci
f(x)>0dlaxe (xo—r,X),
f'(x) <0dlaxe(xo,% +7),
to funkcja w xy osigga maksimum lokalne.

Punkt, w ktérym pochodna funkgciji jest rbwna zeru bedziemy
nazywac¢ punktem krytycznym tej funkgiji.



Twierdzenie 2
Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie xg i jest w tym

punkcie rozniczkowalna, to xg jest punktem krytycznym
funkcji f.



Przyktad 2

Funkcja f(x) = ax? + bx + ¢ dla a > 0 ma minimum lokalne w
punkcie xg = g—g. Funkcja ta ma w tym punkcie minimum
globalne (na zbiorze liczb rzeczywistych R):

f(xo) < f(x) dla xeR

Definicja 2
Funkcja f o wartosciach w zbiorze R ma w punkcie x, swojej
aziedziny:
» maksimum globalne, jezeli dla kazdego x nalezgcego do
jej dziedziny f(x) < f(xp);
» minimum globalne, jeZeli dla kazdego x nalezgcego do jej
dziedziny f(x) > f(Xp).



Ekstremum lokalne— przyktad

Rozwazmy funkcje

_ 15 30
a(x) = 3%X 5% +6x.

Oczywiscie g jest rézniczkowalna na R. Chcgc zbadac istnienie
ekstreméw funkcji g znajdujemy miejsca zerowe g'(x) :

g(x)=x*-5x+6=0<x=2Ilubx=3.
Mamy:

g (x)>0dlax<2lubx > 3;
gd(x)<0dlax>2ix<3.

329

Stad funkcja g ma w punkcie x = 2 maksimum lokalne, i w
punkcie x = 3 minimum lokalne.



Przyktad—c.d.
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Rysunek: Wykres funkcji y = f(x) = $x° — 2x% + 6x



Pochodna niewtasciwa
Zatbzmy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie xo € R. Powiemy, ze
funkcja f ma w punkcie X, pochodng niewtasciwa, jezeli granica
i f00 — (%)
X=Xo X — Xg
jest niewtasciwa. Fakt, ze:
» funkcja ma w xp pochodng niewtasciwg oo zapisujemy:
f'(Xo) = oo;
» funkcja ma w xp pochodng niewtasciwg —oo zapisujemy:
f'(xg) = —oc.
W podobny sposéb definiujemy pochodne niewtasciwe
jednostronne.
Przyktad 3
Dia funkcji f(x) = x'/3 mamy
f(0 + Ax) — £(0) 1 AX—0

Ax (Ax)2/3




Poszukiwanie wartosci najmniejszej i najwiekszej na
przedziale domknietym: algorytm
Zatézmy, ze funkcja f okreslona na przedziale |a, b):
> jest ciggta na [a, b);
» ma pochodng wtasciwg lub niewtasciwg poza skonczong
liczbg punktow przedziatu [a, b];
» ma skonczong liczbe punktéw krytycznych
Wartosci: najmniejszg i najwieksza funkcji f na tym przedziale
mozna obliczy¢:
> wyznaczajac punkty uq, U, ..., Uy, nalezace do (a, b), w
ktérych pochodna f jest niewtasciwa lub nie istnieje;

» wyznaczajgc punkty krytyczne vy, vo, ..., v, funkcji
nalezace do przedziatu (a, b);

> wybierajgc sposrdd liczb:

f(u), f(up), ..., f(um), f(vy), f(va),...,f(va), f(a), f(b)

liczbe najmniejsza i najwieksza.



Poszukiwanie wartosci najmniejszej i najwiekszej na
przedziale domknietym: przyktad

1. Funkcja g okreslona jest wzorem

_ 13 55
a(x) = 3X — X +6x.
Chcemy wyznaczy¢ wartosci: najmniejszg i najwiekszg funkcji
g na przedziale [0, 4]. W tym celu wyznaczamy wartosci

2 1 1

Wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji g na odcinku [0, 4] to,
odpowiednio: 0 i 53.



Funkcja logistyczna

Rozwazamy funkcje logistyczng y = fy(t) = %
Rysunek: Wykres funkcji y = fo(t) = 152w

Chcemy znalez¢ punkt, w ktérym tempo wzrostu funkcji f
Jprzestaje rosnaé”.



Pojecie funkcji wypuktej

Tempo wzrostu funkcji fy(t) = ;a5 fodnie na [0, ), gdzie
ty = % ~ 3,22.

Odpowiada to Scistej wypuktosSci funkcji fy na przedziale [0, fy).
Definicja 3

Mdwimy, ze funkcja f jest Scisle wypukta na przedziale Z, jezeli
dla x1,x2 € I, Xy < Xo, odcinek taczacy punkty (xy,f(xy)) i

(x2, f(x2)) lezy w catosci (z wyjatkiem koricdw) ponad
wykresem funkcji f.



Rysunek: Funkcja f jest $cisle wypukia na przedziale 7 jezeli dla
dowolnych x1, xo € 7 dla kazdego z € (x4, x2) punkt (z, f(2)) lezy
ponizej odcinka taczacego (x1, f(x1)) i (X2, f(X2)).



Wypuktos¢ funkeji dwukrotnie rézniczkowalnych

Funkcja f jest dwukrotnie r6zniczkowalna na przedziale
otwartym 7 jezeli dla kazdego xp € 7 istnieje druga pochodna
funkcji f w xg.

Twierdzenie 3
Funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna na T jest scisle wypukta
na przedziale otwartym I wtedy i tylko wtedy, gdy f"'(xp) > 0
dla kazdego xy € Z.
Dla funkcji logistycznej f(t) = szm a,b,c > 0, druga
pochodna

2 Ao—cCt —ct __
(1) = abc-e (b@i 1)

(1 + be—ct)3

jest dodatniadlat < fy = %; gdy b=5, ¢ = 0,5 (odpowiadajg
funkcji fy) o =~ 3,22.




Pojecie funkcji $cisle wkleste;

Tempo wzrostu funkcji fy(f) = ;ass Maleje na (fo, oo), gdzie
ty = % ~ 3,22.

Odpowiada to Scistej wklestosci funkcji fy na przedziale (fy, o).
Definicja 4

Mowimy, ze funkcja f jest Scisle wklesta na przedziale T, jezeli
dla x1,x2 € I, Xy < Xo, odcinek taczacy punkty (x1,f(x1)) i

(X2, f(x2)) lezy w catosci (z wyjatkiem koricow) pod wykresem
funkciji f.
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Rysunek: Funkcja f jest $cisle wklesta na przedziale 7 jezeli dla
dowolnych x1, xo € 7 dla kazdego z € (x4, x2) punkt (z, f(2)) lezy
powyzej odcinka taczacego (xi, f(x1)) i (X2, f(x2)).



Scista wklesto$é funkciji dwukrotnie rézniczkowalnych

Twierdzenie 4
Funkcja f dwukrotnie réZniczkowalna na przedziale otwartym 7
jest scisle wklesta na I wtedy i tylko wtedy, gdy f"(xg) < 0 dla
kazdego xp € I.
Dla funkcji logistycznej f(t) = szm a,b,c > 0,druga
pochodna

2 o—ct —ct _
(1) = abc-e (bFi 1)

(1 + be—ct)3

jestujemnadiat >ty = %; gdy b= 5, ¢ = 0,5 (odpowiadajg
funkcji fy) ty =~ 3,22.




Funkcje wypukte na przedziatach domknietych z
jednej lub obu stron

Jezeli funkcja jest Scisle wypukta (Scisle wklesta) na przedziale
otwartym 7 jest rowniez Scisle wypukta (Scisle wklesta )na
przedziale /1 C Z, ktéry niekoniecznie jest otwarty.

Podobne stwierdzenie: prawdziwe dla funkcji wypuktych i
funkcji wklestych.



Punkt przegiecia

Definicja 5
Niech funkcja f bedzie roZniczkowalna na otoczeniu punktu
O(xo,r) = (X0 — r, Xo + r) dla pewnego r > 0. Méwimy, Zze punkt
(X0, f(X0) jest punktem przegigcia wykresu f jesli funkcja f jest:
» Scisle wypukta na (xo — t, Xo) i Scisle wklesta na (xg, Xo + t)
» ub Scisle wklesta na (xo — t, Xg) i SciSle wypukia na
(X0, X0 + 1)
dla pewnego t < r.
Uwaga. W podreczniku Gewerta i Skoczylasa zatozenie o
rézniczkowalnosci funkcji funkcji f zastgpione jest stabszym
zatozeniem: f jest okreslona na otoczeniu punktu
O(xo,r) = (X0 — r,Xo + r) dla pewnego r > 0 i ma w Xp
pochodna: wtasciwg lub niewtasciwa.

Dla funkciji logistycznej f(t) = 1+be ——7,t€R, a b, c >0, punkt
Inb

(fo, f(%o)) jest punktem przegiecia wykresu fp = =2



Uzupetnienia

Uwaga 1

Definicje wypuktosci funkcji otrzymujemy zastepujac w definicji
scistej wypuktosci stowa ,ponad wykresem” przez stowa ,ponad
wykresem lub ma punkty z nim wspéine”. Podobnie
otrzymujemy definicje wklestosci funkcji modyfikujac definicje
Scistej wklgstosci.

Uwaga 2

Zatézmy, ze xg € (a, b). Warunkiem koniecznym na to, aby
funkcja f, dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale (a, b), miata
w punkcie (xo, f(Xo)) punkt przegigcia jest f"(xg) = 0.



