7. Estymacja parametrow w modelu
normalnym(14.04.2008)

Pojecie losowej proby prostej

Definicja 1 n-elementowq losowq probqg prostq nazywamy ciqg n
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach

prawdopodobienstwa.

Uwaga. Niektorzy autorzy utozsamiaja losowa probe prosta
X1,X9,...,X, zjejrealizacja x1, T2, ..., Tn;
x1 jest realizacja X itd.



Rozklad cen mieszkan

Mozna oczekiwad, ze rozktad cen domow w dzielnicach ktére nie
pretenduja do miana ,,prestizowych” czy ,,Juksusowych” bedzie zblizony do

normalnego N (i, 0); (cena mieszkania jest wtedy suma niezaleznych
sktadnikow).

Rozwazmy dane dotyczace cen mieszkan w dzielnicy A

(dzielnica A jest zdecydowanie mniej prestizowa niz B) — mozna zatozyc,
ze rozktad cen mieszkan w A bedzie zblizony do normalnego.



Estymacja Sredniej

Zaktadamy, ze nasze dane x4, . . ., x, sa realizacja losowej proby proste;j
X1y Xnj

sensownym oszacowaniem f jest X ;

Dla konkretnej realizacji x4, . . ., x,, losowej proby losowej X1, ..., X,
realizacja X jest réwna &



WiasnosSci zmiennej losowej X

Zaktadamy, ze X4, ..., X,, sa proba prosta

X; ~N(u,0),i=1,2,...,n.

X = £(Xy,...,X,) jest zmienng losowa.

Funkcje proby prostej nazywane sa statystykami.

Z. wlasnosci warto$ci oczekiwanej, omawianych na jednym z poprzednich
wyktadow:

E(X) = p,

a wiec X jest nieobcigzonym estymatorem /.



Estymacja o i o

Wariancja z préby S? okre§lona przez

nil Z(XZ _X)2

1=1

jest sensownym oszacowaniem o>,

Uwaga: mozna pokazac, ze:
EX =pu, E(S?) =07

— $rednia z préby X jest nieobcigzonym (niestronniczym) estymatorem
wariancja z préby S? jest nieobciazonym estymatorem o2 (por. Koronacki,
Mielniczuk, Rozdz. 2.4)

odchylenie standardowe z proby S = \/ —- 3 (X; — X)? jest sensownym

estymatorem o, ale nie ma (z reguty) wtasnosci nieobcigzonosci.



Dane dotyczace cen mieszkan w A- histogram-+krzywa
normalna

0.006
|

— -

0.004

0.002
|

0.000

[ [ [ [ [ [ |
50 100 150 200 250 300 350

Rysunek 1: Histogram probabilistyczny+ wykres gestosci N(Z, s).



Weryfikacja zalozenia o normalnosci rozkladu populacji

Dane sg obserwacje z1, 2, ..., T,. Czy mozna zatozy¢, ze 1, T2, ..., Tn
jest realizacja préby prostej z rozktadu normalnego N (u, o) dla pewnych

wio?

Metody weryfikacji zatozenia o normalnosci:

e Sporzadzenie histogramu 1 porowanie jego ksztattu z krzywa
dzwonowa (wykresem funkcji ¢.)

e Sporzadzenie wykresu ramkowego 1 odpowiednia jego interpretacja
e Sporzadzenie wykresu kwantylowego 1 odpowiednia jego interpretacja.
e Testy zgodosci: Shapiro—Wilka 1 inne.

Trzy z powyzszych metod wykorzystuja pojecie kwantyla.



Kwantyle rozkladu normalnego— przykiad

Zatézmy, ze Y, wzrost dorostych m¢zczyzn w kraju A ma rozktad normalny
N (176, 8). Chcemy znaleZ¢ liczbe d taka, ze

P(Y < d) = 0,99.

ZnajomosS¢ liczby d moze by¢ przydatna dla inzynierow sporzadzajacych
projekty budowlane itd.

Zadanie ogo6lniejsze: dla liczby p € (0, 1) kwantylem rzg¢du p rozktadu
normalnego N (i, o) nazywamy liczbe g, spetniajaca réwnosc:

dp
P(X < qp) — [ ¢/,L,O’(aj)dx = D

gdzie X ~ N(u, o). Dla innych rozktadéw ciagtych— kwantyle definiujemy
analogicznie.



Obliczanie kwantyli rozkladu normalnego

Korzystajac z tablic rozktadu N (0, 1) : poniewaz

dp — I dp — K
P(X < g) = P(Z < ) = ot

gdzie X ~ N(u,0), Z ~ N(0, 1), wigc zadanie sprowadza si¢ do
znalezienia przyblizonej wartosci ¢g rozwiazania réwnania ®(c) = p oraz
do wyznaczenia przyblizonej wartosci g, jako rozwigzania rOwnania:

T — p
o)

— Cg-

Korzystajac z R-a: nalezy uzy¢ poleca gnorm z odpowiednimi
parametrami; w Excelu: nalezy skorzystaC z polecenia
ROZKEAD.NORMALNY.ODW.



Kwantyle rozkltadu normalnego- przykiad (c.d.)

Y, wzrost dorostych m¢zczyzn w kraju A ma rozktad normalny N (176, 8);
Réwnanie ¢ (c) = 0,99 ma przyblizone rozwiazanie ¢y = 2,33 (bo
®(2,32) ~ 0,9898 1 (2,32) ~ 0,9901); przyblizona wartos¢ szukanego
kwantyla jest rozwigzaniem rOwnania:

x— 176
8

stad przyblizona warto$¢ kwantyla rzedu 0,99 rozktadu N (176, 8) wynosi
176 + 2,33 x 8 = 194.64.

— 2,33

Korzystajac z R-a:

> gnorm(0.99,176, 8)
[1] 194.6108
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Wykres ramkowy i zalozenie normalnosci rozkladu

Mozna pokazac ze poza przedziatem:

190,25 — 1,5 X (qo,75 — Q0,25), Q0,75 + 1,5 X (qo,75 — q0,25)]

lezy Srednio 7 obserwacji na 1000, (jesli zaktadamy, ze obserwacije te
stanowia realizacjg¢ proby prostej z rozktadu N (u, o) (por. ksiazke J.
Koronackiego 1 J. Mielniczuka, par. 1.4.2). Zbyt duza liczba obserwacji
odstajacych wskazuje na to, ze zatozenie normalnosci rozktadu nie jest
spetnione.

Jesli obserwacje pochodza z rozktadu normalnego, to odpowiadajacy im
wykres ramkowy bedzie w przyblizeniu symetryczny wzgledem odcinka
"wewnatrz ramki" (ktory odpowiada medianie).
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Rysunek 2: Wykresy pudetkowe dla dwoch préb o licznosci n = 1000, wy-
generowanych przy pomocy generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie
N(176,8)
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Wykres kwantylowy

Uporzadkowany ciag obserwacji x4, . .., x, 0znaczamy przez
L1y -« Lpem- N1€Ch
! _xlzn_m ! _xn:n_m
L1n = s yoee s Ly = s y

gdzie m onacza Srednig z proby, a s odchylenie standardowe z préby. Jesli
zalozymy, ze x1, . .., x, pochodza z rozktadu normalnego, to

ZEllzn, x;:n, ..., powinny by¢ sensownymi przyblizeniami kwantyli

Q1 /ns42/n, - - - (1zedu %, rzedu % itd.) rozktadu N (0, 1); stad punkty
(Z1. @1 /n)s (Zo.r, 2 /n) powinny si¢ uktada¢ wokét (pewnej) proste; ;
analogicznie punkty:

(x1:n7Q1/n)7(xQ:n7Q2/n)7°" (D

rOwniez powinny si¢ uktadaC¢ wokot prostej. Wykres przedstawiajacy punkty
(1) jest nazywany wykresem kwantylowym.
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W praktyce zamiast kwantyli rz¢du i /n wyznacza si¢ np. kwantyle rzgdu
i/(n + 1); w ten spos6b unikamy problemu z n-tym punktem!

Wykres kwantylowy ,,0odbiegajacy od prostej”: zalozenie o normalnosci
rozktadu, z ktorego pochodza x4, .. ., x,, nalezy odrzucic.

Szczegoty dotyczace sprzadzania rozktadu kwantylowego mozna znalezé w
[KMO1,par.3.4.2].
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Ceny mieszkan w A

Rysunek 3: Wykres kwantylowy dla danych dotyczacych cen mieszkan w A
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Test Shapiro—Wilka i inne testy zgodnosSci

Z.godnos¢ z rozktadem normalnym mozna weryfikowac za pomoca testu
Shapiro-Wilka; w wyniku obliczen, wykonanych dla otrzymanych
obserwacji, otrzymujemy tzw. p-wartoSC (ang. p-value); jesli p-wartosS¢ jest
mata, powiedzmy mniejsza niz 0,05, wtedy sa podstawy do odrzucenia
hipotezy o normalnosci rozktadu, z ktérego pochodza obserwacje.
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Test Shapiro—Wilka: przyklad obliczen

W zmiennej y zapisane sg warto$ci cen mieszkan w dzielnicy A.

>y
[1] o5 80 139 180 355 158 240 205 265 305 200 155 209 31

[20] 200 184 130 260 250 195
> shapiro.test (y)

Shapiro-Wilk normality test

data: vy
W = 0.9849, p-value = 0.962

p-wartosScC jest rowna 0,962— nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o
zgodnosci z rozkladem normalnym.

Wigcej informacji o teScie Shapiro-Wilka; [KMO1,par. 3.4.2]
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