9. Testowanie hipotez w rodzinie rozklad6w normalnych—
przypadek znanego odchylenia standardowego (5.05.08)

Przyklad X - Srednica pewnego detalu stalowego wytwarzanego przez
maszyn¢ tokarska A.;

Zaktadamy (na podstawie wczesniejszych doswiadczen): X ~ N(6;0,1);
(jednostka-milimetr);

Maszyna powinna produkowac detale o szerokosci Sredniej szerkosci
0o = 7,5.

Mamy uzasadnione podejrzenia, ze maszyna, po wielu miesigcach
uzytkowania bez konserwacji, ulegta rozregulowaniu 1 przecigtna wartoSc
srednicy produkowanych detali jest w obecnym czasie wigksza niz 7,5.



Sformulowanie hipotezy zerowej i alternatywnej

Interesuje nas sprawdzenie hipotezy Hy : 6 = 0y, gdzie 8y = 7,5
(Jednostka: milimetr.)

Chcemy sprawdziC, czy zuzycie noza maszyny tokarskiej nie spowodowato
zwigkszenia wartoSci Srednic 6. Stad hipoteza alternatywna: Hq : 6 > 0.



Statystyka testowa i jej rozkiad
Zaktadamy, ze nasze pomiary stanowig realizacj¢ proby proste;j
X1, Xo, ..., X,, gdzie X; ~ N(0;0); w naszym przyktadzie o = 0,1.

Chcemy ,,procedurg¢ testowa" oprzeC na zmiennej losowej (tzw. statystyce

testowej)
X4
- o/vn

Przy zatozeniu prawdziwosci Hy zmienna Z ma wartoSC oczekiwang rOwna

A

0 — wynika to stad, Ze warto$¢ oczekiwana Sredniej probkowej X jest
rowna 6. Mozna pokazac, ze przy zatozeniu prawdziwosci H, odchylenie
standardowe Z jest rOwne 1.

Czy mozna precyzyjnie okresli¢ rozktad X oraz Z?



Rozklad Sredniej probkowej

Twierdzenie 1 Jezeli X1, Xo, ..., X,, sq niezaleznymi zmiennymi

losowymi o rozktadzie normalnym N (0; o) to Srednia X ma rozktad
N(0;0/v/n)

Whniosek:zmienna losowa Z okreslona przez

X4

- o/vn

ma rozktad N (0, 1) przy zatozeniu prawdziwosci Hy.

A




Obszar krytyczny

Problem: jakie wartosSci statystyki Z nalezy uznac za nietypowe?

Niech z;_, oznacza kwantyl rzedu 1 — « rozktadu normalnego, tj.
rozwigzanie rownania:

¢(z) =1-—a,
gdzie jest ustalong liczba z przedziatu (0, 1) — zazwyczaj przyjmujemy w
zagadnieniach testowania hipotez o = 0,05 lub @ = 0,01; v jest tzw.

poziomem istotnosci testowania hipotezy. Okreslmy zbidr krytyczny dla
zadanego « dla hipotezy alternatywnej Hy : 6 = 6 przez:

C={z:2>22z_4}.

Test dla weryfikacji H przy alternatywie 1: przyjmij Hy, gdy Z ¢ C,
odrzu¢ Hy, gdy Z € C, z- wartos¢€ statystyki Z dla konkretnych danych.



Przyklad z detalami metalowymi— obliczenia

z -oznacza realizacje statystyki testowe) Z.
T oznacza realizacje statystyki X
Dla n = 50 pomiaréw x1, xa, ..., x50 otrzymaliSmy x = 7,515; stad

o .
__T—6y _ 7515 75 106

~o/vn 01/V50

Dla poziomu istotno$ci o = 0,01 zbiér krytyczny C' ma postaé

[Z0,997 OO) — [2733a OO)?

a wigc nie ma podstaw do odrzucenia Hy 1 przyjecia H .
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Rysunek 1: Wykres gestosci rozktadu N (0, 1); pole zacieniowanego ,,trape-
zu krzywoliniowego™ jest rowne 0,01

Podstawa ,,nieskoficzonego trapezu’: [2,33; o0)- to obszar krytyczny (w
przykladzie "Srednice detali metalowych™)



Uwagi nt. obliczania kwantyli r. normalnego

Definicja 1 Kwantylem rzedu u, u € (0, 1), rozktadu normalnego N (0, 1)

bedziemy nazywac liczbe z,, spetniajqcq rownosc:

D(z,) = u.

Kwantyle rozktadu normalnego /N (0, 1) mozna obliczaé ,,przeszukujac”
tablice wartosci funkcji @, odczytac z tablicy kwantyli lub obliczy¢
korzystajac z odpowiedniego programu komputerowego— np. wydajac
polecenie qnorm w R-rze. WartoS¢ zp 99 mozna obliczy¢ w R-rze w
nastepujacy sposob:

> gnorm(0.99)
[1] 2.326348



Testowanie hipotezy o proporcji

Jesli w naszym przyktadzie hipoteze H; zastapiC przez hipoteze
lewostronng H 1 : 6 < 6, to obszar krytyczny bedzie miatl postac:

(_007 ZO&]?

w przypadku hipotezy alternatynej 2-stronnej H f : 0 =£ 6, obszar
krytyczny bedzie miat postac:

(—OO, Zoz/2] U [Zl—oz/Qa OO)



Testowanie hipotezy o proporcji

W panstwie P w roku 2000 procent ludzi zyjacych w ubdstwie (poverty
rate- w skrocie PR) wynosit 11,3 a w 2008 roku: 12,7. Dane dotyczace
2000 roku sa doktadne (pochodza ze spisu powszechnego), dane dotyczace
2008 roku oparte s3 na rezultatach badan sondazowych, przeprowadzonych
dla reprezentatywnej 10000-elementowe) proby respondentow. Czy sg
podstawy aby sadziC, ze PR istotnie wzrdst przez ostatnie 8 lat?
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Testowanie hipotezy o proporcji- formalizacja problemu

Doswiadczenie losowe polega na wyborze losowym mieszkanca P; jesli ten
mieszkaniec zyje w uboOstwie, wtedy wartoS¢ X jest rowna 1, jesli nie zyje
w ubodstwie, wtedy wartos¢ X wynosi 0.

Zaktadamy, ze odpowiedzi (dotyczace ubdstwa respondentOw) otrzymane w
2008 roku stanowig realizacj¢ préby prostej z rozktadu Bin(1,p).

Chcemy zweryfikowac
Hy 1 p = pg przeciw Hy : p > po;

w naszym przykiadzie po = 11,3.
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Testowanie hipotezy o proporcji— c.d.

Niech Y- liczba zyjacych w ubdstwie— sposrod n = 10000 ankietowanych.
Zauwazmy, ze Y = X1 + Xo + ... + X, gdzie X; ~ Bin(1,p)

Z. centralnego twierdzenia granicznego: przy zalozeniu prawdziwosci Hy

Y, = % = X ma w przyblizeniu rozklad N <po, \/ M),

n

a statystyka testowa Z
Y1 —po

\/Po(l—po)

ma w przyblizeniu rozktad normalny N (0, 1).

7 —

Obszary krytyczne: lewostronny, prawostronny 1 dwustronny obliczamy tak
jak w przypadku testowania hipotez w rodzinie rozktadow normalnych (gdy
odchylenie standardowe jest znane).
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Przyklad ,,Procent ubdstwa w P’— c.d.

Przyjmujemy poziom istotnosci o = 0,05. Obszar krytyczny— dla hipotezy
prawostronnej H; : p > po = 0,113 ma postac:
[Z0.95, OO) = [1,644854, OO)

WartosS¢ statystyki testowej Z dla naszych danych jest rowna 4.422084
Mozna ja obliczy¢ w R-rze nastgpujaco:

> (0.127-0.113)/(sgrt ((0.113%(1-0.113))/10000))
[1] 4.422084

a wigc sa podstawy, aby odrzuci¢ Hg 1 przyjac H;.
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