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Przyklad — ceny doméw w Chicago
Ponizej sa przedstawione dane dotyczace cen doméw w Chicago (Zrédto: Sen, A., Sri-
vastava, M., Regression Analysis, Springer, 1990, str. 32).

Price BDR FLR FP RMS ST LOT TAX BTH CON GAR CDN L1 L2

1 53 2 967 0 5 0 39 652 1.5 1 0.0 0 1 O
2 55 2 815 1 5 0 33 1000 1.0 1 2.0 1 1 0
3 56 3 900 O 5 1 35 897 1.5 11.0 0 1 0

25 50 2 691 O 6 0 30 549 1.0 0 2.0 1 0 O
26 65 1023 O 7 1 30 900 2.0 1 1.0 0 1 0

w

Oznaczenia zmiennych

Price: cena (w tys. dolaréw); BDR: liczba pokoi sypialnych (bedrooms); FLR: po-
wierzchnia w stopach kw.; FP: liczba kominkéw (fireplaces); RMS: liczba pokoi; ST:
okna sztormowe (1- jesli sa; O- jesli nie ma); LOT: szerokos$¢ dzialki (w stopach);
TAX: podatki (roczne); BTH: liczba tazienek; CON: konstrukcja (1- jesli z cegiet;
0- w przeciwnym przypadku); GAR: (0- zadnego garazu; 1- garaz na 1 sam.; 2- ga-
raze na 2 sam.) CDN: stan (1— potrzeba remontu; 0 — nie potrzeba); L1: polozenie
(L1=1 jesli dom potozony w str. A; O w przec. przyp.); L2: potozenie (L2=1 jesli dom
polozony w str. B; 0 w przec. przyp.).

Zaleznosé¢ ceny od powierzchni
Chcemy znalez¢ zalezno$¢ pomigdzy FLR (zmienng niezalezna) i Price (zmienng za-
lezna).

> data(E2.2) # zbidér E2.2 w pakiecie SenSrivastava
> 11<-1m(Price~FLR)

> summary (11)

Call:

Im(formula = Price ~ FLR)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-21.8986 -4.6090 0.8269 5.4978 13.3056
Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 33.916831 4.510747 7.519 9.29e-08 *x#*x*
FLR 0.020213 0.003796 5.325 1.83e-05 xx+%



Sig. codes: 0 "x%x" 0.001 "%xx’ 0.01 " 0.05 ".” 0.1 7 " 1

Residual standard error: 8.694 on 24 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5416, Adjusted R-squared: 0.5225
F-statistic: 28.35 on 1 and 24 DF, p-value: 1.830e-05

Zaleznos¢ ceny od powierzchni— c.d.
Wspdtczynnik determinacji (Multiple R-Squared) jest rtéwny 0,5416. Prosta MNK o
réwnaniu y = 0,020213z + 33,916831 wyjasnia 54 % zmiennosci w naszych danych.

Problem
czy mozna znaleZc zalezno$¢ "regresyjna" zmiennej Price od wigkszej liczby zmien-
nych niezaleznych (BDR, FLR, FP, itd.)— np. zalezno$¢ postaci:

Price = B() + 51BDR + ﬂQFLR + BgFP +€

Normalny model regresji wielokrotnej

Yi =00+ xiifr +xi2f2 + - + TimBm + €, (1)
gdzie: ¢; ma rozktad normalny N(0,0), gdzie 0 > 0 jest nieznanym parametrem;
zmienne €1, . . ., €, sa niezalezne; 3y, 31, . . . , B Sa nieznanymi, statymi liczbami (pa-

rametrami); wspoétczynniki
Tij, i=1,...,n, i:l,...,m.

sa znane. Zaktadamy, ze n > m + 1. OczywiScie, Y; sa zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie normalnym N (u, o), gdzie

=B+ zif1+ 22+ -+ TimBm-
Zapis macierzowy
Niech X = (xij)izl,...,n;jzl,...,m oraz
X = [1,|Xo],

gdzie 1,, oznacza n-wymiarowy wektor kolumnowy, ktérego wszystkie wspodtrzedne
saréowne 1,

ﬁ = (607ﬁla" 76771)
oraz
€= (617627"'76n) .
Model (1) moze by¢ zapisany w postaci:
Y=X0G+e.
Uwaga. Y, X, § mozna tez zapisaé w postaci:
Y, 1z - Zim €1
\ 1 ®1 - Tom €
Y=1| . |, X=|. = - : soe=1 . 2
Yn 1 Tnl Tnm, En



Estymacja wektora 3

Zatézmy, ze rzad macierzy X jest réwny m + 1, tj. ze X jest petnego rzedu kolumno-
wego. Mozna udowodni¢, ze w tym przypadku macierz X X jest nieosobliwa. Wektor
b= (b, b1,..., bm)/ okreslony przez:

b= (X X)"'X'Y

jest estymatorem nieobcigzonym wektora 3 posiadajacym szereg atrakcyjnych wtasno-
Sci teoretycznych.

Testowanie hipotez
Analogicznie jak w przypadku modelu regresji z jedng zmienng niezalezna, w naszym
modelu mozna testowac hipotezy (korzystajac z faktu, ze odpowiednie statystyki maja
rozktad t-Studenta):

Hy: By =0 przeciw Hy : By #0 3)
Hé : 81 =0 przeciw H; 2B #£0 @
Hy =0 przeciw Hy : 32 #0 itd. (5)
oraz hipoteze
Hy:B1=0AB2=0A...A By =0 przeciw: (6)

H, :istnieje ¢ > 0 takie, ze §; # 0

(w tym przypadku statystyka testowa ma rozktad F z odpowiednia liczba stopni swo-
body).

Ceny doméw w Chicago — przyklad obliczen
Ponizej znajduja si¢ wyniki obliczeni w sSrodowisku R dla modelu, w ktérym zmiennymi
niezaleznymi sa: FLR,RMS,BDR,BTH,GAR,LOT,FP i ST.

> 12<-1m(Price~FLR+RMS+BDR+BTH+GAR+LOT+FP+ST)

> summary (12)

Call:

Im(formula = Price ~ FLR + RMS + BDR + BTH + GAR + LOT + FP +
ST)

Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-10.3058 -2.8417 -0.1511 3.2882 7.9518

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 18.637664 5.240957 3.556 0.002429 *+%*
FLR 0.017570 0.003235 5.431 4.49e-05 xx+%
RMS 3.904374 1.615617 2.417 0.027194 =
BDR -7.697444 1.829426 -4.208 0.000592 **x*
BTH 2.374591 2.557865 0.928 0.366221
GAR 1.770861 1.404310 1.261 0.224334
LOT 0.263522 0.135109 1.950 0.067808



FP 6.909765 3.083583 2.241 0.038680 =

ST 10.818663 2.300203 4.703 0.000205 =*xx*

Signif. codes: 0 ’"*xxx’ 0.001 "x%x’ 0.01 "%’ 0.05 7.7 0.1 7 7 1
Residual standard error: 4.717 on 17 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9044, Adjusted R-squared: 0.8595
F-statistic: 20.11 on 8 and 17 DF, p-value: 3.147e-07

Ceny doméw w Chicago — przyklad obliczen— c.d.

Z obliczen wynika, ze wiaczenie do modelu zmiennych BTH, GAR i LOT jest pro-
blematyczne (p-wartoSci odpowiadajace tym zmiennym sa duze). Mozna oczekiwad,
ze w modelu ze zmiennymi niezaleznymi: FLR, RMS, BDR, FP i ST zadnej z hipo-
tez odpowiadajacych tym zmiennym nie bedzie mozna odrzuci¢ na poziomie istotnosci

a = 0,05.
P-warto$¢ odpowiadajaca hipotezie (6) jest rowna 3.147e — 07 — wskazuje ona na to,
ze przynajmniej niektére sposrod wspétczynnikéw Gy, . . ., B, sa rézne od zera.

Wsétczynnik determinacji (Multiple R-Squared) jest réwny 0,9044 — a wigc nasza
zalezno$¢ regresyjna w duzym stopniu objasnia zmienno$¢ danych.

Ceny doméw w Chicago— c.d.

Korzystajac z powyzszych obliczen: dla domu dla ktérego wartosci zmiennych: FLR,RMS,BDR,BTH,GAR,LOT,FP
iST Sa rowne TFLRy,XRMSsTBDRyYXBTHLGAR, L LOT s TFP i xrsT, warto$¢ oczeki-

wana (Srednia) ceny Price jest rowna:

E(Price) = 18,637664 + 0,017570x p g + 3,904374x s s
—7,697444xgpRr + 2,374591xgry + 2,374591xc AR
+ 0,263522x 07 + 6,909765xrp + 10,818663x 57

Ceny doméw w Chicago— c.d.

Uwaga 1. Z powyzszego réwnania wynika np. ze zwigkszenie powierzchni domu o 1
stope kw. powoduje zwigkszenie ceny domu o 0,017570 x 1000 ~ 18 USD.

Uwaga 2. Z réwnania wynika, ze zwigkszenie liczby pokoi sypialnych o jeden — bez
zmiany pozostatych ,,parametrow” — spowoduje spadek warto$ci domu o 7,697444 x
1000 ~ 7697 USD. Interpretacja tego zaskakujacego faktu jest nastgpujaca: przy mniej-
szej liczbie pokoi sypialnych powierzchnia domu jest zajeta przez bardziej ,.kosztow-
ne” pomieszczenia, takie jak tazienki.

Uwaga 3. Do naszego ,réwnania regresyjnego” nie wilaczyliSmy zmiennych CON,
CDN, L1 i L2. Zmienne te moga przyjmowac tylko dwie wartoSci — sa to tzw. zmien-
ne indykatorowe. Uzycie takich zmiennych w budowaniu modeli regresyjnych zostato
omoéwione np. w rozdz. 4 ksiazki Sena i Srivastavy.
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