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Pole trapezu krzywoliniowego

Przypomnienie: figurg ograniczong przez:
e wykres funkcji y = f(x), gdzie f jest funkcja ciagla;
e prostex =a,x =b,a <b,
e 0§ OX (. prosta y = 0)

bedziemy nazywaé trapezem krzywoliniowym (odpowiadajacym funkcji f oraz odcin-
kowi [a, b]).
Pole tej figury mozna przedstawi¢ w postaci catki:

/ab f(x)dx.

Pole ,,nieograniczonego” trapezu krzywoliniowego-catka niewlasciwa

Problem: jeste$my zainteresowani polem figury ograniczonej: wykresem funkcji f(z) =
e % oraz prostymiy = 0, z = 0.

Pole tego obszaru mozna okresli¢ jako caltke:

T
Tliinoo /0 f(x)dx.

Korzystajac z faktu:
T
/ e %dr=—e T +el=1—¢"
0
znajdujemy, ze granica ta jest réwna 1.

Calka niewlasciwa z funkcji nieujemnej
Catke niewtasciwg z funkcji nieujemnej f na pélprostej [a, c0) mozna okresli¢ jako
granice:

lim /T ft)de

T—o0
jesli ona istnieje.
Analogicznie mozna catke niewlasciwg z funkcji nieujemnej f na pétprostej (—oo, b].
Calke niewlasciwa z funkcji nieujemnej f na prostej (—oo, c0) mozna okreslié¢ jako
granicg limp_, o firT f(t)dt, jesli ona istnieje.



Zmienne losowe typu ciaglego

Definicja 1. Mowimy, Ze zmienna losowa X jest typu ciqgtego, jesli istnieje nieujemna
funkcja g (spetniajqca pewne tagodne warunki- np. jest przedziatami ciagta) taka, ze
dla kazdych a < b

Pla< X <b)= /bg(x)dx.

Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]
Przyktadem zmiennej losowej typu ciagtego jest rozktad jednostajny na odcinku [0, 1]
(oznaczenie: U(0, 1)). Jego funkcja gestosci u dana jest wzorem

1, jeslio <z <1,
u(z) = o
0 jeSliz <Olubz > 1.

Rozktad ten moze opisywac np. czas oczekiwania na autobus A, odjezdzajacy do miej-
scowosci B co godzing, przez pasazera C'; zaktadamy, ze C nie zna rozktadu jazdy dla
tej linii 1 ze przychodzi na przystanek w losowym momencie.

Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]-przyklad obliczen

Czas oczekiwania na autobus- zmienna losowa Y ~ U/(0, 1). Prawdopodobiefistwo

P(3 <Y < 3) jestréwne:
1

1 1/2 2 1
Pz <Y< )= ldx = =_- -
3 y) /1/3 v = lehs =3

Prawdopodobienstwa odpowiadajace nier6wnosciom ostrym i stabym
Dla zmiennej losowej X o rozktadzie typu ciaglego mamy:

Pla<X <b)=Pla< X <b)=Pla<X<b) =Pla<X<b).

Réwnos¢ ta wynika z wlasnosci catki oznaczone;.

Rozklad normalny
Szczegdlnie waznym w zastosowaniach jest rozktad normalny.

Definicja 2. Mowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad normalny z parametrami 1 i
o, gdzie p € Rio > 0, jeZeli gestos¢ jej rozktadu jest okreslona wzorem:

(bu.,a(x) =

1 _(e=w?
e 202

2o
Skrétowy zapis: X ~ N(u,0).Dlapy = 010 = 1 bedziemy pisa¢ zamiast ¢, ,(x)
krétko ¢(z).

Rozklad normalny— zastosowania

Wiele cech (zmiennych losowych) w zyciu gospodarczym, w $wiecie przyrody ma
rozklad zblizony do normalnego.

Wynika to z tzw. centralnego twierdzenia granicznego, z ktérego wynika, ze Srednia
%(Xl +Xo+...+X,), gdzie X1, X, ..., X, saniezaleznymi zmiennymi losowymi
o tym samym rozktadzie, ma rozktad zblizony do normalnego N (u, o) dla pewnych p
i 0. Dokladniejsze sformutowanie tego twierdzenia wymaga okreslenia wartosci ocze-
kiwanej i wariancji zmiennej losowej typu ciaglego.
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Rysunek 1: Wykresy gestosci rozktadéw normalnych: N (0, 1) (linia ciagta), N(0,2)
(linia ,.kropkowana”), N (2, 1) (linia ,.kreskowana”).

Wartos¢ oczekiwana i wariancja dla zmiennych losowych typu ciaglego
Wartos$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X typu ciaglego zdefiniowana jest
wzorami:

p=px) = [ " rg(a)de, M
Ve = [ " (@ — wPg(e)da, @

gdzie g jest funkcja gestosci zmiennej X.

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozkladzie U (0, 1)
Niech X ~ U(0,1). Funkcja gestosci g jest réwna 1 na [0, 1]; poza tym przedzialem
jest réwna 0. Mamy:

oraz

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozkladzie normalnym
Mozna pokazaé, ze jesli X ~ N(u,0), to

E(X)=p, Var(X)=0? DX)=o0.

Wymaga to obliczenia catek troche bardziej skomplikowanych niz dla przypadku od-
powiadajacego U (0, 1).



Obliczanie prawdopodobienstw w rozkladzie normalnym-N (0, 1)
Dla a < b prawdopodobiefistwo P(a < X < b), gdzie X ~ N(0, 1) jest réwne:

b
Pla< X <b) = / ¢(z)dr = ®(b) — P(a),
gdzie ® jest okreSlona przez:
t
D(t) :/7 o(x)dx.

Funkcja @ jest dystrybuantg rozktadu normalnego N (0, 1). Funkcji ® nie da si¢ wy-
razi¢ za pomoca skoncznej liczby dziatafi na podstawowych funkcjach elementarnych
— stad potrzeba sporzadzania tablic statystycznych zawierajacych wartosci funkcji ®
(mozna je znaleZ¢ w prawie kazdym podreczniku statystyki).

Wiasnosci funkcji ©
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Rysunek 2: Wykresy gestosci ¢ rozktadu normalnego (z lewej strony) N (0,1) i dys-
trybuanty rozktadu normalnego ® (z prawej strony)

Mozna pokazaé, ze ®(0) = 0,5 oraz ®(¢) = 1 — &(—t) dla dowolnego ¢; stad mozna
si¢ ograniczy¢ do tablicowania funkcji ® dla ¢ > 0.

Obliczanie prawdopodobienstw w rozkladzie normalnym-N (u, o)
Mozna pokazaé, ze jesli X ~ N(u,0), to

X—u ~ N(0,1).

Wynika to z wlasno$ci wartosci oczekiwanej i dyspersji (oméwionych podczas po-
przedniego wykladu).
Stad dla @ < b prawdopodobiefistwo P(a < X < b), X ~ N(u, o) jest réwne:

P(a<X<b):P<a;'u< XU_” < b;u):©(¥>—®(agu).




Obliczanie prawdopodobienstw w rozkladzie normalnym— przyktad
Niech X oznacza wzrost dorostych m¢zczyzn w panstwie A; zaktadamy, ze X ~
N(177,10). Chcemy obliczyé: (a) P(174 < X < 182), (b) P(X > 182). Obliczenia
dla (a):
182 — 177 174 — 177

P(174 < X < 182) = @(T) - @(T)
CI)(075) - (I)(_073) = @(075) - (1 - @(073)) =
®(0,5) + ¢(0,3) — 1 = 0,6915 4+ 0,6179 — 1 = 0,3094.

Obliczenia dla (b) mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposéb, korzytajac z réwnosci:

182 — 175
P(X>182)=1— P(X <182) =1 — @(T) =1-(0,5).
Centralne Twierdzenie Graniczne
Twierdzenie 1. Jezeli X1, Xo, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym

samym rozktadzie, F(X1) = p, D(X1) = o, to zmienna losowa

X-—p
o/vn’
gdzie X = %(Xl +Xo+...+ X,), maw przyblizeniu standardowy rozkiad normalny
N(0,1), 4. -
P(a <Xk b) — (b)) — B(a)
o/vn

dla dowolnych a i b, a < b

Innymi stowy, rozktad X jest w przyblizeniu réwny rozktadowi normalnemu N (u, o /+/n).

Przyktad

Rzucamy monetg 25 razy. Niech Y oznacza liczbe ortéw. X ma rozktad Bin(25;0,5).
Zmienna Y moze by¢ przedstawiona jako suma 25 niezaleznych zmiennych losowych
X1, ..., Xa5 o rozktadzie Bin(1;0,5). Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Gra-
nicznego: X ~ N(p,a/y/n), gdzien = 25,p = 0,5,0 = /p(1 — p) = 0,5, czyli

X ma w przyblizeniu rozktad N (0,5;0,5/5)

wiec
Y ma w przyblizeniu rozktad N (12,5;2,5)

Cechy o rozkladzie normalnym w Zyciu gospodarczym i w przyrodzie

Centralne twierdzenie graniczne: sumy wynikow niezaleznych eksperymentéw loso-
wych maja rozklad normalny (w przyblizeniu).

Mozna oczekiwac, ze wielkosci takie jak: suma wydatkéw dziesigciu kolejnych klien-
tow w sklepie; wynik ankiety okreslajacej preferencje oséb ankietowanych itd. beda
mialy rozktad zblizony do normalnego.
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Rysunek 3: Rozktad dwumianowy Bin(25;0,5) i odpowiadajacy mu rozktad normalny
N(12,5;2,5)

Inne rozklady ciagle

Dowolna funkcja g spetniajaca warunki: (i) dziedzing funkcji g jest zbidr liczb rzeczy-
wistych R; (ii) g(z) > 0 dla z € R; (iii) ffooo g(z) = 1. jest funkcja gesto$cia pew-
nej zmiennej losowej; Poza rozktadem normalnym i rozktadem jednostajnym U (0, 1)
do opisu cech w zyciu gospodarczym i naukach przyrodniczych stosuje si¢ wiele in-
nych rozktadéw prawdopodobienistwa (wyktadniczy, t-Studenta itd.). Réwniez histo-
gram probabilistyczny spelnia warunki (i)—(iii)- rozktad odpowiadajacy histogramowi
probabilistycznemu jest niekiedy okreslany mianem histogramu empirycznego.
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