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Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej

Definicja 1. Dla zmiennej losowej dyskretnej X wartos¢ oczekiwana, jesli istnieje, jest
liczbq okreslong wzorem

EFX = Zl‘ipi, (1)

w ktorym sumowanie obejmuje wszystkie wartosci zmiennej X ; jesli suma (1) jest sze-
regiem nieskoriczonym, zaktadamy, Ze jest on bezwzglednie zbiezny, to znaczy

> lwilpi =g,
[

gdzie g jest pewngq liczbq rzeczywistq.

Uwaga Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej nazywana jest literaturze takze warto-
Scig Srednig zmiennej losowe;.

Wartos¢ oczekiwana moze by¢ interpretowana jako "Srodek cigzkosci" uktadu punktéw
materialnych z1, zo, ... 0 wagach p1, pa, . ..

Wihasnosci wartosci oczekiwanej
Latwo widac, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y = aX + b jest réwna

E(aX 4+ b) = aEX + b (warto$é oczekiwana ma wtasno$¢ liniowosci).
Jesli wartosci oczekiwane zmiennych losowych X i X istnieja i sa réwne, odpowied-

nio, 1 1 fa, to
E(X1+ Xa) = p1 + pio.

Wariancja zmiennej losowej
Definicja 2. Wariancje zmiennej losowej X okreslamy wzorem
VarX = E(X — p)?,

gdzie p = FX.



Wariancja jest rowna warto$ci oczekiwanej kwadratu odchylenia warto$ci zmiennej
losowej od swojej wartosci przecigtne;.
Uwaga: W definicji tej nie zaktadamy, ze zmienna losowa X jest dyskretna. Zaktada-
my natomiast istnienie warto$ci oczekiwanej E(X — p)2.
Dla a > 0 mamy:

Var(aX +b) = a*Var(X).

Dla zmiennej dyskretnej X wariancja jest rowna

VarX = Z(mZ — ).

Wilasnosci wariancji rozkladu

Widzimy, ze wariancja jest tym wigksza, im wigksza jest Srednia odlegto$¢ punktéw z;
od $rodka cigzkosci p- warto$ci oczekiwanej.

Jesli wszystkie wartosci x; sa sobie rdwne, wtedy wariancja jest réwna zeru.

QOdchylenie standardowe

Odchylenie standardowe zmiennej losowej X, oznaczane przez D X, definiujemy jako
pierwiastek kwadratowy wariancji X. Odchylenie standardowe zmiennej losowej X
czgsto jest tez oznaczane grecka literg o.

Mozna pokazaé, ze dla a > 0:

D(aX +b) = aDX. )

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej o rozkladzie dwumianowym
Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym z parametrami nNip €
(0,1). Mozna pokazaé, ze:

E(X)=mnp, Var(X)=np(l-p).

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja dla zmiennych losowych typu ciaglego
Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej typu ciaglego X okreslona jest wzorem

E(X)= /OO xg(x)dx, 3)

— 00

przy zatozeniu, ze catka (3) jest bezwzglednie zbiezna, to jest

(oo}
| lelgteydz =,
— 00

gdzie h jest pewna liczbg rzeczywista.

Wariancj¢ zmiennej losowej X (typu ciagltego), przy zalozeniu, ze ona istnieje, mozna
wyrazi¢ wzorem:

Var(X) = /00 (z — p)?g(x)de.

— 00



Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozkladzie U (0, 1)
Niech X ~ U(0,1). Funkcja gestosci g jest réwna 1 na [0, 1]; poza tym przedzialem
jest rowna 0. Mamy:

oraz

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozkladzie normalnym
Mozna pokazaé, ze jesli X ~ N(u,0), to

BE(X)=up, Var(X)=0? DX)=o0.
Wymaga to obliczenia calek trochg bardziej skomplikowanych niz dla przypadku od-
powiadajacego U (0, 1).
Niezalezno$¢ zmiennych losowych
Definicja 3. Mowimy, Ze zmienne losowe X i'Y sq niezalezne, jeZeli
P(X €[a,b]AY € [¢,d]) = P(X € [a,b]) X P(Y € [¢,d])
dla dowolnych przedziatow |a, b] i [c,d].

Intuicyjnie: niezalezne zmienne losowe odpowiadaja realizacje liczbowe niezaleznych
zmiennych losowych.

Centralne Twierdzenie Graniczne

Twierdzenie 1. Jezeli X1, Xo, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie, E(X1) = p, D(X;) = o, to zmienna losowa

X—p

o/vn

gdzie X (X 1+ Xo+...+X,), maw przyblizeniu standardowy rozktad normalny

N(O’ )7 Zj‘

1
n

P(a< f/?/g <b) = B(b) - D(a)

dla dowolnych aib, a <b



Innymi stowy, rozktad X jest w przyblizeniu réwny rozktadowi normalnemu N (u, o /+/n).

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym z parametrami n € N i
p€(0,1). )
Z Centralnego Twierdzenia Granicznego wynika, ze X ma w przyblizeniu rozktad

N(p’ p(1— p))

n

a X ma w przyblizeniu rozktad

N(np, Vnp(l— p))-

Momenty zmiennych losowych
Moment rzgdu k rozktadu zmiennej losowej X, gdzie k jest liczba naturalna, definiu-
jemy wzorem

M, = E(X*).

Oznaczmy przez p warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X Moment centralny rzedu
k rozktadu zmiennej losowej X, gdzie k jest liczba naturalng wigksza lub réwna niz
dwa, definiujemy wzorem

my = BE(X — p)*.

Momenty probkowe

Niech X7, Xo, ..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspdlnym rozkta-
dzie.
Niech z1, ..., x, beda realizacjami zmiennych losowych ( odpowiednio) X1, ..., X,.

Dobrym oszacowaniem momentu rzgdu k& wspdlnego rozktadu zmiennych losowych
X;,7=1,2,...n, jest moment prébkowy rzedu k

n
S
— {,Cj.
nj:1

Dobrym oszacowaniem centralnego momentu rz¢du k wspélnego rozktadu zmiennych
losowych X, j = 1,2, ...n, jest centralny moment probkowy rzedu &

gdzie

Dla £ = 2 zamiast centralnego momentu prébkowego jako oszacowanie wariancji
rozkladu (czyli momentu centralnego rzgdu dwa) wspdlnego rozktadu zmiennych lo-
sowych X, j = 1,2, ...n, stosowane jest réwniez oszacowanie s okre§lone wzorem

2 1 > (z;— )% (4)




Zastosowanie do estymacji parametrow

Zatézmy, ze X1, Xs, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o wsp6lnym roz-
ktadzie normalnym z parametrami p i ¢ > 0. Niech z1,...,z, beda realizacjami
zmiennych losowych ( odpowiednio) X7, ..., X,,.

Dobrym oszacowaniem parametru p jest .

Za oszacowanie ¢ mozna przyjaé pierwiastek z wariancji probkowej, zdefiniowanej
wzorem (4), lub pierwiastek z momentu centralnego rzgdu 2 dla danych x1, zo, . . ., Zp.
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