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Pole trapezu krzywoliniowego
Przypomnienie: figurg ograniczona przez:

e wykres funkcji y = f(x), gdzie f jest funkcja ciagtla;
e prostex =a,x =b,a < b,
e 05 OX (. prosta y = 0)

bedziemy nazywac trapezem krzywoliniowym (odpowiadajacym funkcji f oraz odcinkowi [a, b]).
Pole tej figury mozna przedstawi¢ w postaci catki:
b
/ f(x)dx.

Pole ,,nieograniczonego” trapezu krzywoliniowego-catka niewlasciwa
Problem: jeste$my zainteresowani polem figury ograniczonej: wykresem funkcji f(z) = e~* oraz prostymiy = 0, z = 0.
Pole tego obszaru mozna okresli¢ jako calke:

lim /OT f(x)dx.

T—o00

Korzystajac z faktu:
T
/ e Cdr=—eT4+el=1—¢T
0

znajdujemy, ze granica ta jest réwna 1.

Calka niewlasciwa z funkcji nieujemnej
Catke niewtasciwa z funkcji nieujemnej f na pétprostej [a, oo) mozna okreslic jako granice:

lim / " e

T—o0
jesli ona istnieje.
Analogicznie mozna catke niewtasciwa z funkcji nieujemnej f na pétprostej (—oo, b].

Calke niewlasciwa z funkcji nieujemnej f na prostej (—oo, 0o) mozna okresli¢ jako granice limy_. oo fTT f(t)dt, jesli
ona istnieje.

Zmienne losowe typu ciaglego

Definicja 1. Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu ciqgtego, jesli istnieje nieujemna funkcja g taka, zZe dla kazdych
liczb a i b spetniajqcych warunek —oo < a < b < oo zachodzi rownos¢

Pla< X <b) = /bg(x)dx.

Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]
Przyktadem zmiennej losowe;j typu ciagtego jest rozktad jednostajny na odcinku [0, 1] (oznaczenie: U (0, 1)). Jego funkcja
gestosci v dana jest wzorem

1, jeslio<z <1,

u(r) = .

0 jesliz <Olubz > 1.
Rozktad ten moze opisywaé np. czas oczekiwania na autobus A, odjezdzajacy do miejscowosci B co godzing, przez
pasazera C'; zaktadamy, ze C nie zna rozktadu jazdy dla tej linii i Ze przychodzi na przystanek w losowym momencie.



Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1] — przyklad obliczen
Czas oczekiwania na autobus- zmienna losowa Y ~ U (0, 1). Prawdopodobieristwo P(% <Y< %) jest réwne:

1 1 1/2 2 1 1 1
P(7<Y<7)=/ 1d=H - =
3 2 s T s T 27376

Prawdopodobienstwa odpowiadajace nier6wnos$ciom ostrym i stabym
Dla zmiennej losowej X o rozktadzie typu ciaglego mamy:

Pla<X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla< X <bh).
Réwnos¢ ta wynika z wlasnosci catki oznaczone;.
Rozklad normalny
Szczegblnie waznym w zastosowaniach jest rozktad normalny.

Definicja 2. Mowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad normalny z parametrami p i o, gdzie p € Ri o > 0, jezeli
gestosS¢ jej rozktadu jest okreslona wzorem:

1 _(@=w)?
e 202

bu,o(x) =

2ro

Skrétowy zapis: X ~ N(u, o). Dla yu =010 = 1 bedziemy pisac zamiast ¢g 1 (x) krétko ¢(z).
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Rysunek 1: Wykresy gestosci rozktadéw normalnych: N (0, 1) (linia ciagta), N (0, 2) (linia ,.kropkowana”), N (2, 1) (linia
,.kreskowana”).

Rozklad normalny— zastosowania

Wiele cech (zmiennych losowych) w zyciu gospodarczym, w Swiecie przyrody ma rozktad zblizony do normalnego.
Wynika to z tzw. centralnego twierdzenia granicznego, z ktérego wynika, ze $rednia %L(X 1+ Xo+ ...+ X,), gdzie
Xy, Xo,..., X, saniezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie, ma rozktad zblizony do normalnego
N (u,0) dla pewnych u i 0. Dokladniejsze sformutowanie tego twierdzenia wymaga okreslenia wartosci oczekiwanej i
wariancji zmiennej losowej typu ciagtego.

Obliczanie prawdopodobienstw w rozkladzie normalnym-N (0, 1)
Dla a < b prawdopodobieristwo P(a < X < b), gdzie X ~ N(0, 1) jest rtéwne:

b
Pla< X <b) = / ¢(z)dr = ®(b) — D(a),
gdzie @ jest okreSlona przez:
t
B(t) = / 6(x)dz.
Funkcja @ jest dystrybuanta rozktadu normalnego N (0, 1). Funkcji ® nie da si¢ wyrazi¢ za pomoca skoricznej liczby

dziatan na podstawowych funkcjach elementarnych — stad potrzeba sporzadzania tablic statystycznych zawierajacych
wartosci funkcji @ (mozna je znaleZ¢ w prawie kazdym podreczniku statystyki).
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Rysunek 2: Wykresy gestosci ¢ rozktadu normalnego (z lewej strony) N (0, 1) i dystrybuanty rozktadu normalnego @ (z
prawej strony)

Wiasnosci funkcji ¢
Mozna pokazaé, ze ®(0) = 0,5 oraz ®(t) = 1 — ®(—t) dla dowolnego ¢; stad mozna si¢ ograniczy¢ do tablicowania
funkcji @ dlat > 0.

Obliczanie prawdopodobienstw w przypadku rozkladu normalnego N (u, o)
Mozna pokazaé, ze jesli X ~ N(u, o), to
— i
g
Stad dla a < b prawdopodobiefistwo P(a < X < b), X ~ N(u, o) jest réwne:

P(a<X<b):P(a_“<X_“<b_”)=¢>(u)—q>(u).

g g g g g

~ N(0,1).

Obliczanie prawdopodobienstw w przypadku rozkladu normalnego — przyklad
Niech X oznacza wzrost dorostych mezczyzn w panstwie A; zaktadamy, ze X ~ N(177,10). Chcemy obliczyé: (a)
P(174 < X < 182), (b) P(X > 182). Obliczenia dla (a):

P74 < X < 182) = (M) _ @(M>

(0]
10 10

(I)(075) - @(—073) = (I)(075) - (1 - (I)(Oa?))) =

®(0,5) + ®(0,3) — 1 ~ 0,6915 + 0,6179 — 1 = 0,3094.

Obliczenia dla (b) mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposéb, korzytajac z rownosci:

182 — 175

P(X>182)=1—P(X<182)=1—<1>( =

) =1-(0,5).

Inne rozklady ciagle
Dowolna funkcja g spelniajaca warunki:

e dziedzing funkcji g jest zbidr liczb rzeczywistych R;
e g(x) > 0dlaz € R;

o [T gla)=1

jest funkcja gestoscia pewnej zmiennej losowej; Poza rozktadem normalnym i rozktadem jednostajnym U (0, 1) do opisu
cech w zyciu gospodarczym i naukach przyrodniczych stosuje si¢ wiele innych rozktadéw prawdopodobienstwa.

Gestos¢ emiryczna — przyklad

Dane normtemp— zebrane w celu weryfikacji hipotezy méwiacej, ze Srednia warto$¢ temperatury zdrowego cztowieka
jest rowna 98,6 stopni w skali Fahrenheita (37,0 stopni w skali Celsjusza). Dane nt. temperatury i tetna (temperatura-
stopnie Fahrenheita) Mozna je pobra¢ z odpowiedniego repozytorium a nastgpnie zapisa¢ do zbioru o nazwie np. t (tzw.
»data frame”). Zbior t sktada si¢ z trzech zmiennych: temperature, gender i hr. Aby uczyni¢ nasza prezentacj¢ bar-
dziej czytelna, zmieniamy nazwy zmiennych na odpowiednio: temp, plec i tetno. Odpowiednie polecenia systemu R sa
zapisane w pliku ¢. R. Wydruk tego pliku zamieszczamy ponizej (na nastgpnym slajdzie):



Pobieranie zbioru danych z repozytorium systemu R

library (utils)

install.packages (c("x1lsReadWrite", "UsingR"),

repo="http://cran.r-project.org")

library (xlsReadWrite)

library (UsingR)

t<-normtemp

names (t)<-c ("temp", "plec", "tetno")

write.xls(t,’c:/t.x1s’) # zbior t zapisany
# do pliku t.xls

System (pakiet) R mozna pobraé pod adresem http://r.meteo.uni.wroc.pl/bin/windows/base/

Pobieranie zbioru danych z repozytorium systemu R

> names (t)

[1] "temp" "plec" "tetno"
> t[1:10,]

temp plec tetno
1 96.3 1 70
2 96.7 1 71
3 96.9 1 74
4 97.0 1 80
5 97.1 1 73
6 97.1 1 75
7 97.1 1 82
8 97.2 1 64
9 97.3 1 69
10 97.4 1 70
> sort (tStemp)

[1] 96.3 96.4 96.7 96.7 96.8 96.9 97.0 97.1
(91 97.1 97.1 97.2 97.2 97.2 97.3 97.4 97.4

[129] 100.0 100.8

Szereg rozdzielczy

Dla zbioru danych liczbowych {y;, 92 . . ., yn } niech: M I N1 oznacza liczb¢ mniejsza od najmniejszej z liczb {y1,y2 . . ., yn }
M AX1 oznacza liczbg wigksza lub réwna od najwigkszej z liczb {y1,y2 ..., yn} MIN1i M AX1 moga by¢ odpowied-
nimi zaokragleniami warto$ci, odpowiednio, minimalnej i maksymalnej naszego zbioru danych MIN1 < M AX1.
Podzielmy odcinek (MIN1, M AX1] na k przedzialéw (zwanych klasami) o réwnej dlugosci:

(1’0,1'1], (x17x2]a veey (wkfl’ xk]a

gdzie xg = MIN1, x;, = M AX 1. Funkcj¢ przyporzadkowujaca poszczegSlnym przedziatom liczbg elementéw naszego
zbioru danych do nich nalezacych bedziemy nazywac szeregiem rozdzielczym.
Liczbg klas k& w szeregu rozdzielczym wyznaczamy korzystajac z wzoréw:

3v/n

k~logon+1 lub k’fuT

Szereg rozdzielczy: dane NT
Przyjmujemy: MIN1 =96, MAX1 =101, k = 10 ~ 330,

Zaktadajac, ze dane dotyczace temperatury zdrowych ludzi znajduja si¢ w zmiennej t $temp konstruujemy szereg roz-
dzielczy w Srodowisku R:

> table (cut (t$temp, breaks = c(96,96.5,97,97.5,98,
+ 98.5,99,99.5,100,100.5,101)))

(96,96.5] (96.5,97] (97,97.5] (97.5,98]
2 5 14 30



(98,98.5] (98.5,99] (99,99.5] (99.5,100]

30 35 11 2
(100,100.5] (100.5,101]
0 1

Histogram: dane NT
Wykres stupkowy odpowiadajacy szeregowi rozdzielczemu-histogram liczebnos$ci

Histogram of t$temp
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Rysunek 3: Histogram dla danych NT odpowiadajacy szeregowi rozdzielczemu z poprzedniego slajdu

Histogram probabilistyczny i gesto$¢ empiryczna - dane NT
Histogram probabilistyczny: histogram tak wyskalowany, aby "pole pod nim byto réwne 1": wyskosci stupkéw: —~2-— 5

130x0,57 130x0,57 " * z

histogram probabilistyczny — przez niektérych definiowany jako funkcja przedziatami ciagla (stata), ktérej wykres "po-
krywa sig" ze zdefiniowanym wyzej wykresem stupkowym; inna nazwa tak okre$lonej funkcji: ggsto§¢ empiryczna.

Histogram of t$temp

Density
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Rysunek 4: Gegsto$¢ empiryczna dla danych NT

Gesto$¢ empiryczna + krzywa normalna

Gestos¢ empiryczna —funkcja przedzialami ciagla
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h(l’) _ .130><0,5
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Frakcja obserwacji nalezacych do (96; 97];

97
1 2 5 7
hz)d :,( ):—%0,054
/96 (@)dz = 3 130x 05  130x05/) — 130




05
|

0.4
|

0.3
|

0.2

0.1

0.0

r T T T T 1
96 97 98 99 100 101

temperatura

Rysunek 5: Gesto$¢ empiryczna dla danych NT z dolaczonym wykresem gestoSci normalnej z parametrami p = 98,25 i
o =0,733.

Konstrukcja histogramu probabilistycznego (gestosci empirycznej) — przypadek ogélny

W og6lnym przypadku wysokos¢ k-tego stupka histogramu probabilistycznego (warto$¢ funkcji dla argumentéw naleza-
Nk

cych do k-tej klasy) jest réwna ~£ . gdzie

nd>
e 1y jest liczebnoscia k-tej klasy,
e d jest dtugoscig klasy,
e n jest liczba obserwacji.
Funkcja h — ,histogram probabilistyczny” (gesto$¢ empiryczna) — zdefiniowana wzorem:
ng

h(z) = e X n.alezy d.o k-te? klaS}./,
0,  x nie nalezy do zadnej z klas.

Dziedzing funkcji h jest zbidr liczb rzeczywistych R.
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