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Definicja 1 (ciagu liczbowego). Ciqgiem liczbowym nazywamy funkcje odwzoro-
wujqcq zbior liczb naturalnych w zbior liczb rzeczywistych. Wartos¢ tej funkcji dla
liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciqgu i oznaczamy przez Gy, , by itp.
Ciqgi o takich wyrazach oznaczamy odpowiednio przez (ay,), (by) itp. Zbiér wyra-
z0w ciqgu (ay) oznaczamy przez {ay }.

Uwaga 1 Niektorzy autorzy definiujemy ciag jako funkcje okreslona na dowolnym
podzbiorze liczb naturalnych.
Uwaga 2 W ksiazce D. Wrzoska ciag o wyrazach a,,n € N oznaczany jest przez

{an}nZy.

Sposoby okreslania ciagu

Ciagi liczbowe mozemy okreslaé:

(i) wzorem: np.

an, = 3".

(ii) opisowo

an— n-ta cyfra po przecinku w rozwinigciu dziesigtnym liczby 7;

(iii) rekurencyjnie: wyraz (n + 1)—szy jest okreslony jako funkcja poczatkowych
n wyrazu ciggu; np. ciag arytmetyczny (a, ) , ktérego pierwszy wyraz jest rowny 1
i réznica r jest réwna 2, moze by¢ okreslony rekurencyjnie w nastgpujacy sposéb:

ap =1, apy1=a,+2

— por. [Wrz08, str. 109].

Ciag geometryczny
Definicja 2. Ciqg (ay,) okreslony przez
a1 = @, ap+1 = 4an,

gdzie a i q sa danymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy ciqgiem geometrycznym
o pierwszym wyrazie a i ilorazie q.



Przyklad 1. W chwili t = 1 liczebnos¢ populacji bakterii wynosi 1000. Po upty-
wie czasu T liczebnos¢ populacji bakterii si¢ podwaja. Przyjmujqgc T’ za jednostke
pomiaru czasu liczebnos¢ populacji a,, w chwili t = n mozna okresli¢ wzorem:

al = 1000; Ap4+1 = Qan.
Definicja 3. Ciqg (ay,) jest ograniczony z dotu, jezeli zbior {a,} jest ograniczony
z dotu, tj. istnieje m € R takie, Ze dla kazdegon € N
an = m.

Definicja 4 (ciagu ograniczonego z gory). Ciqg (a,,) jest ograniczony z gory, jezeli
zbior {ay, } jest ograniczony z gory, tj. istnieje M € R takie, Ze dla kazdego n € N

an, < M.

Przyklad

Ciag b, = nLH jest ograniczony z gory- ograniczeniem gérnym jest np. 1.
Definicja 5 (ciagu ograniczonego). Cigg (ay,) jest ograniczony, jezeli zbior {a,}
jest ograniczony, tj. ma zaréwno ograniczenie dolne jak i gorne.

Przyklad

Ciag
n

T2+l
jest ograniczony. Ograniczeniem dolnym jest np. 0 a ograniczeniem gérnym np. 1.

an,

Definicja 6. Ciqg (a,,) jest rosnqgcy, jezeli

a1 < az <as < ..., tzn. dla kazdegon € N ap < an41.-
Analogicznie definiujemy ciag niemalejacy:
Definicja 7. Ciqg (ay,) jest niemalejqcy, jezeli

a1 < ag < a3 < ..., tzn. dla kazdegon € N a, < ant1-

Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ ciag malejacy i nierosnacy.
Ciag nazywamy monotonicznym, jezeli jest nierosnacy lub niemalejacy.

Pojecie granicy ciagu

Rozwazmy ciag (a,) okreslony przez a,, = % Dla dowolnego € > 0 wszystkie, z
wyjatkiem co najwyzej skoniczonej liczby, wyrazy tego ciagu naleza do epsilono-
wego otoczenia zera (0 — &,0 + €).

Zamiast wszystkie z wyjqtkiem co najwyZej skoriczonej liczby bedziemy czesto pi-
saé prawie wszystkie.

Definicja 8 (stowne okreslenie granicy wtasciwej ciagu). Ciqg (a,) jest zbiezny
do granicy wlasciwej a € R, jesli w dowolnym otoczeniu epsilonowym a znajdujq
sig prawie wszystkie wyrazy tego ciqgu.



Pojecie granicy ciagu — c.d.

Definicja 9 (granicy wiasciwej ciagu). Ciqg (a, ) jest zbiezny do granicy wiasciwej
a € R, co zapisujemy

lim a, = a,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje ng € N takie, Ze dla kaidego n
naturalnego wigkszego niz ng

lan, —al < e.

Réwnosé
lim a, = a
n—od

czgsto jest zapisywana krécej: lim a,, = a lub a,, — a.

Granica ciagu — przyklad
Zadanie. Korzystajac z definicji granicy uzasadnij, ze

lim — =0.
n—oo n

Rozw. Mamy pokazad, ze dla kazdego € > 0 istnieje ng € N takie,ze dlan > ng
1
‘ — 0’ <e.
n
Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Musimy znaleZ¢ liczbg ng € N taka, ze
dla kazdego n > ng bedzie spetniona nieréwnos¢ ’% — 0‘ < €. Mamy
1

1 1
- — 0‘ = — < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy n > —.
n n €

Zatem za ng mozna przyja¢ dowolna liczbg naturalng wigksza niz é

Granica— zastosowania geometryczne

Problem. Chcemy obliczy¢ pole s figury S ograniczonej prosta y = 0, prosta
x = 11 wykresem funkcji f(x) = 2.

Rozwiazanie przyblizone. Dzielimy odcinek [0, 1] na n odcinkéw o réwnej dtu-

gosci:
b n ) n? n AR ] n b *

Suma pél prostokatéw, ktérych podstawy sa rowne tym odcinkom a wysokosci
kwadratom ich lewych koncéw, oznaczana przez s,, jest sensownym przyblize-
niem pola figury S.

Pole figury S mozna zdefiniowac jako lim,,—, o Sp.
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Rysunek 1: Przyblizony sposéb obliczania pola figury S

»Przyklad geometryczny” — c.d.
Mamy

. n lx k—1\2 :i(n—l)n@n—l)_
=2l ()] ,

wykorzystali§my réwnos¢:

12+22+“.+n2_n(n—l—l)ﬁ(Qn—l—l).

Obliczenie granicy ciagu (s,,) bezposrednio z definicji— raczej trudne.

Twierdzenie 1 (o arytmetyce granic ciagow). Jezeli ciqg (ay,) jest zbiezny do gra-

nicy wtasciwej a oraz ciqg (by,) jest zbiezny do granicy wtasciwej b, to

nlingo(an +b,) = a+b,
nh—{%o(a” —b,) = a-—b,
Jim (can) = ca, gdzie c € R,
Jim (anby) = ab,
Jinéogl = a/b, oileb#0,

»Przyklad geometryczny”— c.d.
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Korzystajac z twierdzenia o arytmetyce granic ciagéw mozemy obliczy¢ granice



ciagu (sy) :

lim s, = lim — = (6)
n—00 n—oo n, 3
. (n=1n(2n-1) . (n=1)2n-1)
2n% —3n + 1
= lim ———— = 8
. 2n? . 3n , 1
= Gz s T e = ©)
Sl L L2 (10)

Przy obliczeniach zostato wykorzystane Twierdzenie o arytmetyce granic ciagow.

Liczba e
Rozwazmy ciag

Mozna sprawdzié, ze:
€1 — 2; €y — 2,25; €10 — 2,594; €100 — 2,705.

Fakt. Mozna pokazac, ze ciag (e,,) jest rosnacy.

Fakt. Dla kazdego n zachodzi e,, < 3.

Z powyzszych faktéw, oraz z twierdzenia, ktére méwi, ze ciag rosnacy i ograni-
czony z gory jest zbiezny (por. G. Fichtenholz, rachunek rézniczkowy i catkowy,
t.1, rozdz. 34), wynika, ze

Twierdzenie 2. Cigg

Jest zbieiny.

Granicg tego ciagu bedziemy oznaczaé przez e (od matematyka szwajcarskiego

L. Eulera (1707-1783)):
1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n

Liczba e z doktadnoscia do 10 cyfr po przecinku jest réwna

2,7182818285.



