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Problem — obliczanie predkosci chwilowej
Droga s, jaka przemierzy kulka otowiana upuszczona z wysokiej wiezy po czasie t:
gt
§==—,
2
gdzie g = 9,8135.
Chcemy znalez¢ predkosé kulki w danym momencie, np. dla ¢t = 2.
Predkosc¢ kulki w chwili ¢t mozemy zdefiniowac jako liczbg do ktérej zbiega iloraz

s(t+ At) — s(t)

At
gdy At zbiega do 0. Poniewaz
s(t+ At) —s(t)  0,5(gt* + 2gtAt 4 g(At)? — gt?) - At
At B At ST

wigec intuicja podpowiada nam, ze predkos¢ kulki w chwili ¢ jest réwna gt.

Pojecie granicy funkcji w punkcie
Dla dowolnego ciagu (d,,) takiego, ze:

lim d, — 0, dy#0danéeN, (1)

ciag v(d,,) (predkosci Srednich na odcinku [¢t, ¢ + d,,])
o(dn) = s(t+dy,) — s(t) _ 0,5(gt% + 2gtd,, + gd2 — gt?) — gt gdl
d’fL d’VL 2
jest zbiezny do granicy wlasciwej gt.
Innymi stowy, gt jest wspSlna granica wszystkich ciagéw v(d,, ) takich, ze (d,,) spetnia
warunki (1).

Granica funkcji — definicja
Oznaczenia S(zo,7) = (zg — r,xo) U (zg, 20 +7), zo €R, 7 >0.
S(xg): skrécony zapis dla ,,S (g, r) dla pewnego r > 0.

Definicja 1. Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcjq okreslong przynajmniej
na sqsiedztwie S(xo,r) dla pewnego r > 0. Liczba g jest granicq wlasciwg funkcji f
w punkcie xo, co zapisujenty

lim f(z) =g,

T—xo
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciqgu punktow (x,,) z sqsiedztwa S(xo,T)
zbieznego do xo mamy:

lim f(z,) = g.

n—oo



Predkos¢ jako granica funkcji

Rozwazmy punkt materialny poruszajacy si¢ wzdtuz osi OX; potozenie punktu w
chwili ¢ bedziemy oznaczali przez S(t). Predkos¢ chwilowa tego punktu materialnego
w chwili £y mozna zdefiniowaé jako:

S(t) — S(to)

1m
t—to t—to

)

jesli ta granica istnieje. Tak okreSlona granica: ,,pochodna drogi po czasie”. Pojecie
pochodnej i jej zastosowania: wyklady 5-ty i nastgpne. Dzi$: bardziej ,,bezposrednie
zastosowania’: pojecia funkcji ciagtej w punkcie, nieciagtej w punkcie, asymptoty itd.

Granica funkcji w +c0
Przypomnijmy, ze

Definicja 2. Mowimy, Ze ciag (a,) jest zbiezny do oo, jezeli dla kazdej liczby r istnieje
takie ng, Ze dla n > ng jest a, > 7.

Definicja 3. Przezlim, .o, f(2) oznaczamy wspdlng granice ciqgow f(x1), f(z2),. ..
takich, ze lim,, o ©,, = 00 (0 ile taka granica istnieje).

Analogicznie definiujemy granicg funkcji w —oo.

Przyklad 1. lim, ., a® =0dlaa € (0,1).

Niewlasciwa granica funkcji w punkcie

Definicja 4. Funkcja f ma w punkcie xq granice niewtasciwg oo, co oznaczamy przez

lim f(x)= oo,

T—T0

jezeli oo jest wspdlng granice ciqgow f(x1), f(x2), ... takich, Ze lim, oo x, = x0 (0
ile taka granica istnieje).

Analogicznie definiujemy granicg niewlasciwa —oo w punkcie xg.

Przyklad 2. lim,_.o -5 = oo.

Twierdzenia o granicach wlasciwych funkcji

Twierdzenie 1 (o arytmetyce granic funkcji). Jezeli funkcje f i g majq granice wia-
Sciwe w punkcie xg, to

Jim (f(z) +g(z)) = lim f(z)+ lim g(z), 2)

Jim (f(z) —g(z)) = lim f(z) - lim g(z), 3)

le (cf(x)) = ¢ lim f(z), ceR 4)

Jim (f(z)-g(z)) = lim f(z)- lim g(z), @)
o f@) limg g, fl2)

zgnzlg g(x) - 1lm:c4)w0 g(x) I o lle zll>nzlg g(l’) 3& 07 (6)

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic funkcji w coiw —oo .



Przyklad
Korzystajac z twierdzeii o arytmetyce granic funkcji mozna obliczyc¢:

r—1 1

Granica prawostronna, lewostronna
Uwaga Jesli w definicjach granicy w punkcie (wlasciwej, niewlasciwej oo lub niewta-
$ciwej —oo0) zamienimy ,,S5(zo, )" na sasiedztwo prawostronne punktu xg

ST (xg) = (x0, 70 + 1)
dla pewnego r > 0, to otrzymamy definicj¢ granicy prawostronnej (odpowiednio: wla-
Sciwej, niewtasciwej oo lub niewtasciwej —oo) funkcji f w punkcie z¢; granica lewo-
stronna funkcji f (wtasciwa, niewtasciwa oo lub niewtasciwa —oo) moze by¢ okreslona
w analogiczny sposéb.
Notacja Prawostronng granicg funkcji f w punkcie ¢ bedziemy oznaczaé lim, 419 f ()
lub lim,,_, .+ f(2); analogicznie lewostronng granice funkcji f w punkcie xy bedziemy
oznaczaé lim, ..o f(z) lub lim,_,,- f(x).

Przyklad 3. lim,_.o_o % = —0Q.

Asymptota pozioma
Definicja 5 (asymptoty poziomej funkcji). Prostay = b nazywamy asymptotq poziomq
Sfunkcji fw oo wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim (f(z)—b) =0.

r—00
Analogicznie definiujemy asymptotg poziomg w —oo.
Przyklad. Prosta y = 0 jest asymptota pozioma funkcji wykladniczej f(z) = (3)* w

+o00 bo: )
Jim |(5) —o =0

Asymptota uko$na
Definicja 6. Mowimy, zZe prosta y = ax+b jest asymptotq ukosnq funkcji f w oo wtedy
i tylko wtedy, gdy

a = lim
Tr— 00

f(x)

orazb = lim [f(x) — az].
Uwaga: asymptota pozioma jest szczeg6lnym przypadkiem asymptoty ukosne;j.

Przyklad 4. Prosta y = x jest asymptotq ukosnq funkcji f(x) = x + % w 00.

Asymptoty pionowe
Definicja 7. Prosta x = a jest asymptotq pionowq lewostronng funkcji f, jezeli
lim f(z) = —occalbo lim f(x)= cc.
r—a—0 rz—a—0

Asymptoty pionowe prawostronne definiujemy analogicznie.

Przyklad 5. Prosta x = 0 jest asymptotq pionowq lewostronng i prawostronng funkcji
flx) = % (czyli jest tzw. asymptotq obustronng funkcji f).



Funkcje ciagle

Definicja 8 (funkcji ciagtej w punkcie). Niech x¢g € R oraz niech funkcja f bedzie
okreslona przynajmniej na otoczeniu (xo — r, xo + 1), gdzie r jest pewnq liczhq dodat-
niq. Funkcja f jest ciqgta w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) = f(=zo). @)

T—T0
Obrazowo: funkcja jest ciagta w punkcie, gdy jej wykres nie ,,przerywa si¢” w tym

punkcie.

Funkcje lewostronnie i prawostronnie ciagle

Definicja 9 (funkcji lewostronnie ciaglej w punkcie). Niech xy € R oraz niech funkcja
f bedzie okreslona przynajmniej na przedziale (xo—r, xo| dla pewnego r > 0. Funkcja
f jest lewostronnie ciggta w punkcie xq wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) = f(zo). ®)

z—xo—0
Analogicznie definiujemy funkcje¢ prawostronng w punkcie z.

Definicja 10. Przedziatem nazywamy zbior postaci: (a,b), (a,bl, [a,b), [a,b], gdzie
a < b, lub (—0,a), (—o00,a), (a,0), [a,00), (—00,00), gdzie a € R.

Uwaga. Przedzialami otwartymi bedziemy nazywaé zbiory postaci (a,b), (—o0,a),
(a,0), (—00,00), a,b € R.

Funkcje ciagle na przedziale otwartym

Definicja 11. Funkcja jest ciqgta na przedziale otwartym 1, jezeli jest ciqgta w kazdym
punkcie tego zbioru.

Funkcje ciagle na przedziale domknietym — co najmniej z jednej strony Méwimy,
ze funkcja f(x) jest ciagta na przedziale [a, 00), jesli jest ciagta na przedziale otwartym
(a, 00) 1 prawostronna granica funkcji f w punkcie a jest réwna f(a). Funkcje ciagte
na (0o, al, (b, a] itd. definiujemy analogicznie.

Przyklady
e Funkcja f okre§lona przez: f(x dla z # 0, f(0) = 0, nie jest ciagla
prawostronnie ani lewostronnie w xo = 6 (nie jest tym bardziej ciagtaw zg = 0).

e Funkcja g okreSlona przez: g(z) = roy dla # 0, g(0) = 1 jest ciagta prawo-
stronnie w xg = 0.

Dzialania na funkcjach ciaglych
Twierdzenie 2. JeZeli funkcje f i g sq ciqgte w punkcie xg, to:
o funkcja f + g jest ciqgta w punkcie xg;

e funkcja f — g jest ciqgta w punkcie xg;



e funkcja f - g jest ciggta w punkcie xq;
e funkcja gjest ciqgla w punkcie x, o ile g(xo) # 0.

Twierdzenie to jest réwniez prawdziwe dla funkcji lewostronnie (lub prawostronnie)
ciagtych.

Twierdzenie 3. JeZeli

1. funkcja f jest ciqgta w punkcie x,

2. funkcja g jest ciqgta w punkcie yo = f(xo)
to funkcja g o f jest ciqgta w punkcie x;
przypominamy, Ze (g o f)(xzo) = g(f(x0)).

Z powyzszych twierdzen wynika, ze wiele funkcji wystepujacych w zastosowaniach
praktycznych to funkcje ciagte (funkcje: wielomianowa, sinus, cosinus, wykladnicza i
logarytmiczna sa funkcjami ciagtymi).

Twierdzenie 4. Funkcja f jest ciqgta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

li = 1l =

Jim fz) = lm f(z) = f(a),

tj. wtedy i tylko wtedy, gdy [ jest zaréwno prawostronnie ciqgta jak i lewostronnie
ciggta w a.

Przyklad 6. Chcemy znalei¢ wartos¢é parametru a, dla ktorej funkcja f okreslona

wzorem
2%, z <0

fz) = { N
r4+a, x>0

Jjest ciqgta. Funkcje y = 2% i y = x + a sq ciqgte (na swoich dziedzinach naturalnych).
Zadanie sprowadza sig¢ do wyznaczenia a takiego, ze

lim f(z)= lim f(z) = £(0). ©)

z—0—0 z—040

Parametr a jest rozwiazaniem rownania 20 =0+ a,skad a = 1.
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