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Pole trapezu krzywoliniowego
Przypomnienie: figurg ograniczong przez:

e wykres funkcji y = f(z), gdzie f jest funkcja ciagla;
e prostex =a,x =b,a < b,
e 0§ OX (tj. prosta y = 0)

bedziemy nazywac trapezem krzywoliniowym (odpowiadajacym funkcji f oraz odcinkowi [a, b]).
Pole tej figury mozna przedstawié w postaci catki:

/abf(x)dx.

Pole ,,nieograniczonego’ trapezu krzywoliniowego-catka niewlasciwa
Problem: jesteSmy zainteresowani polem figury ograniczonej: wykresem funkcji f(z) = e~* oraz
prostymi y = 0, x = 0.
Pole tego obszaru mozna okresli¢ jako catke:
T

lim f(z)dx.

T—oo Jo
Korzystajac z faktu:

T
/ e dr=—eT4+e0=1—¢T
0

znajdujemy, ze granica ta jest rowna 1.

Calka niewlasciwa I rodzaju
Jezeli funkcja f jest okreslona na przedziale [a,c0) , dla kazdego T' > a istnieje catka [ f(t)dt i
istnieje granica skofczona

lim / " rwat,

T—o0

to granice te nazywamy catka niewtasciwa I rodzaju funkcji f na przedziale [a, o0) i oznaczamy

/a T bt

Analogicznie mozna zdefiniowaé catke niewtasciwa z funkcji f na pétprostej (—oo, b]:

b b
/ F(t)dt = lim [ f(t)dt.
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Calka niewlasciwa I rodzaju — c.d.
OkreSlamy

/O:O ft)dt = /aoo f(t)clt+/aOo F(t)dt,

gdzie a jest dowolnie wybranym punktem (liczba rzeczywista).
Jezeli granica (w przypadku catki niewlaSciwej na poiprostej) lub przynajmniej jedna z granic (w
przypadku calki niewtasciwej na prostej) nie istnieje, to powiemy, ze dana catka jest rozbiezna.

Jezeli granica wystgpujaca w definicji catki niewtasciwej na pdtprostej jest réwna oo, to powiemy, ze
cafka ta jest rozbiezna do oo.

Calka niewlasciwa I rodzaju — przyklady
Nastepujace catki niewlasciwe I rodzaju sa zbiezne:

/ e dr =1;
0

/ e ldy = 2;

— 00

Przyklad rozbieznej catki niewtasciwej I rodzaju:

o0
/ sin zdzx.
0

Przyklad catki catki niewtasciwej I rodzaju rozbieznej do nieskonczonosci:

o 1
/ —dx = oo.
1

Zmienne losowe typu ciaglego

Definicja 1. Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu ciggtego, jesli istnieje nieujemna funkcja g taka,
ze dla kazdych liczb a i b spetniajqcych warunek —oo < a < b < oo zachodzi rownos¢é

b
Pla< X <b) = / g(x)dz.

a

Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]
Przyktadem zmiennej losowej typu ciagtego jest rozktad jednostajny na odcinku [0, 1] (oznaczenie:
U(0,1)). Jego funkcja gestosci u dana jest wzorem

1, jeslio<x<1,
u(r) = o
0 jesliz <Olubz > 1.

Rozktad ten moze opisywac np. czas oczekiwania na autobus A, odjezdzajacy do miejscowosci B co
godzing, przez pasazera C'; zaktadamy, ze C' nie zna rozktadu jazdy dla tej linii i ze przychodzi na
przystanek w losowym momencie.



Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1] — przyklad obliczen

Czas oczekiwania na autobus — zmienna losowa Y ~ U(0, 1). Prawdopodobieristwo P (% <Y < %)
jest rowne:

1 1 1/2 1/2 1 1 1
1/3 2 3

Calka niewlasciwa II rodzaju
Problem: chcemy obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji

1
g(r) = ﬁ

i odcinkiem (0, 1] nalezacym do osi OX. Odpowiednim narzgdziem bgdzie catka niewtasciwa II ro-
dzaju (czyli catka niewtasciwa po przedziale ograniczonym).

Gestos¢ zmiennej losowej o rozkladzie typu ciaglego
Stwierdzenie 1. Dowolna funkcja g spetniajqca warunki:
e dziedzing funkcji g jest zbior liczb rzeczywistych R;
e g(x) > 0dlax e R;
o [ g(x)=1

jest funkcjq gestosci pewnej zmiennej losowej typu ciqgtego.

Zmiennej losowej typu ciaglego — przyklady
1. Zmienna o rozktadzie jednostajnym na odcinku |[a, b]

ﬁ Jezell x € [a, b]7
g(x) = .
0  jezeliz ¢ [a,b].

2. Zmienna o rozktadzie wyktadniczym z parametrem A > 0

e jezelixz > 0,
g(x) = .
0 jezeli z < 0.

3. Zmienna o rozktadzie normalnym z parametrami p € (—o0, 00) i 0 > 0 (czyli N(u, o).

1 _(e-p)?
9(x) = Puo(x) = e 207,
2ro

4. Zmienna o rozktadzie Laplace’a z parametrami ;1 € (—o00,00) i b > 0.

g(x) = 169619(‘:6 7 M')

5. Funkcja histogramowa (ggsto$¢ empiryczna): histogram ,,probabilistyczny” rozumiany jako
funkcja.

Sprawdzenie, ze gestosci te spetniaja warunki wymienione w Stwierdzeniu 1: relatywnie proste, z
wyjatkiem gestoSci rozktadu normalnego.
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Rysunek 1: Wykresy gestosci rozktadéw normalnych: N (0, 1) (linia ciagta), N (0, 2) (linia ,,kropko-
wana”), N (2, 1) (linia ,.kreskowana”).

Dystrybuanta zmiennej losowej typu ciaglego
Dla dowolnej zmiennej losowej X jej dystrybuantg F'x definiujemy jako funkcj¢ spetniajaca warunek

Fx(t)=P(X <t), teR.

Jezeli X jest zmienna losowa typu ciagtego z gestoscia g, to dystrybuanta X spetnia rownos¢

Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen odpowiadajacych zmiennym losowym typu ciaglego
Niech X begdzie zmienng losowa typu ciaglego. Niech F'x bedzie jej dystrybuanta. Dla dowolnych a
1 b takich, ze a < b prawdziwe s3a rownosci:

Pla<X <b)=Pla<X<b=Pa<X<b)=
= Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Dystrybuanta rozkladu jednostajnego
Gestos¢ zmiennej losowej X o rozktadzie jednostajnym na odcinku [a, b]

(o) = {bla jezeli z € [a, b],

jezeli x ¢ [a,b].

Dlat < a mamy Fx(t) = 0.
Dlat € [a, b] mamy:

Fx(t) :/:g(x)dx:/:biad:c:

Dlat > b mamy Fx(t) = 1.

T r t—a
b—a

a:b—a'



Dystrybuanta rozkladu normalnego
Nie da si¢ wyrazi¢ za pomoca operacji algebraicznych.
Rozwiazanie problemu:

1. stablicowanie wartosci dystrybuanty rozktadu N (0, 1);

2. dlarozktadu N (u, o) wykorzystujemy fakt:
t —
B, (1) = (I)( “), 1)

o

gdzie ¢ oznacza dystrybuante rozktadu N (0, 1), a @, , oznacza dystrybuantg rozktadu normalnego z
parametrami 4 1 0.
Réwnosé (1) wynika z réwnosci pochodnych funkcji po jej lewej 1 prawej stronie oraz z rownosci

1

Do) = 0(H) —0(0) = 5.

Wiasnosci funkcji ¢
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Rysunek 2: Wykresy gestosci ¢ rozktadu normalnego (z lewej strony) N (0, 1) i dystrybuanty rozktadu
normalnego ® (z prawej strony)

Mozna pokazaé, ze ®(0) = 0,5 oraz ®(t) = 1 — &(—t) dla dowolnego ¢; stad mozna si¢ ograniczy¢
do tablicowania funkcji ® dlat > 0.

Obliczanie prawdopodobienstw w przypadku rozkladu normalnego — przyklad
Niech X oznacza wzrost dorostych mgzczyzn w panstwie A; zaktadamy, ze X ~ N(177,10). Chce-
my obliczy¢: (a) P(174 < X < 182), (b) P(X > 182). Obliczenia dla (a):
182 — 177) B (I)(174 — 177)
10 10
= $(0,5) — B(—0,3) = (0,5) — (1 — B(0,3)) =
= ®(0,5) + ¢(0,3) — 1 ~ 0,6915+ 0,6179 — 1 = 0,3094.

P(174 < X < 182) = <I><

Obliczenia dla (b) mozna przeprowadzi¢ w analogiczny spos6b korzystajac z réwnosci:

182 — 175
) =1-—®(0,5).

P(X>182):1—P(X<182):1—<I>( r
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