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Funkcje wielu zmiennych
Przestrzefi dwuwymiarowa, oznaczana w literaturze matematycznej symbolem R?, mo-
ze by¢ utozsamiona z parami liczb rzeczywistych:

R2:{(£L’1,(E2), T1,T2 GR}

Przestrzefi n-wymiarowa (oznaczenie: R™), moze by¢ okreSlona jako zbiér n-wymiarowych
wektoréw:
R" ={(z1,...,2n): Z1,...,2, € R}

Funkcje wielu zmiennych

Funkcja przyporzadkowujaca elementom przestrzeni R" liczby rzeczywiste— funkcja
n zmiennych.

Dziedzing funkcji n zmiennych moze by¢é R™ lub podzbiér R™.

Funkcje wielu zmiennych—przyklady
Rozwazmy nastgpujace funkcje dwéch zmiennych:

filey) = V7T oy edya byl
’ 0, gdy 22 + 4% > 1;

fo(z,y) = |zyl;

fa(x,y) = 2 + 4.

Funkcje dwéch zmiennych mozna przedstawia¢ graficznie przy uzyciu wykreséw kon-
turowych, wypelnionych wykreséw konturowych oraz wykresow perspektywicznych.

Podstawowe pojecia analizy funkcji wielu zmiennych
JesteSmy zainteresowani odpowiednikami pojeé analizy jednej zmienne;j

e ciaglosci;
e pochodnej;
e catki

dla przypadku funkcji n zmiennych.



-15 -10 -05 00 05 10 15

Rysunek 1: Wykres konturowy dla funkcji f;
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Rysunek 2: ,,Wypetniony” wykres konturowy dla funkcji f;

Pochodna czastkowa
Nasz cel— znalezienie wielowymiarowego odpowiednika pojecia pochodnej. Pojecie
pomocnicze : pochodna czastkowa.

Definicja 1. Pochodnq czqstkowq funkcji dwdch zmiennych f(x,y) wzgledem zmien-
nej x, oznaczang symbolem 5%, nazywamy pochodnq funkcji f wzgledem argumentu
x przy ustalonej wartosci y; analogicznie pochodng czqstkowq funkcji f(x,y) wzgle-
dem zmiennej y, oznaczanq symbolem g—i, nazywamy pochodnq funkcji f wzgledem
argumentu y przy ustalonej wartosci .

W podobny sposéb mozna okresli¢ pochodnq funkcji wielu zmiennych.

Pochodna czqstkowa— funkcja n zmiennych.

Pochodna czastkowa— przyklad
Dla funkcji f3(z,y) = 2% + y? :

ofs _
e 2z,
ofs _

Rézniczkowalnos$¢ funkcji wielu zmiennych



Rysunek 3: Wykres perspektywiczny funkcji f;
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Rysunek 4: Wykres konturowy funkcji fo

Funkcja f jednej zmiennej jest rézniczkowalna w punkcie xg, jezeli réznice

f(@) = f(zo)

dla x z otoczenia £y mozna ,,dobrze” przyblizy¢ przez funkcj¢ liniowa.
Analogicznie: funkcja g dwéch zmiennych jest rézniczkowalna w punkcie (2o, yo) jesli
réznice

9(z,y) — 9(z0, o)

dla (x,y) z otoczenia x¢, yo mozna ,,dobrze” przyblizy¢ funkcja liniowa [

l(z,y) = a(r — x0) + by — yo),

gdzie a i b sa ustalonymi liczbami (doktadniejsze okreSlenie pojecia rézniczkowalnosci
funkcji wielu zmiennych: [Bed04, rozdz. 6]).

Funkcja I: rézniczka zupelna dla funkcji g w punkcie (x, y).

Odwzorowanie ! rozumiane jako funkcja przyrostow Az = z — 29 i Ay = y — yo:
pochodna funkcji g w punkcie (x, y).

Funkcja jest rézniczkowalna na zbiorze R?, jezeli jest rézniczkowalna w kazdym punk-
cie tego zbioru.

Rézniczkowalnos¢ funkcji wielu zmiennych—przyklady



Rysunek 6: Wykres perspektywiczny funkcji fo

Funkcja f; jest rézniczkowalna w punktach (z, y), dla kt6rych
a4y £ 1

Funkcja f3 jest rézniczkowalna na catej plaszczyznie R2.

Rézniczka zupelna funkcji dwoch zmiennych

Fakt Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (z, ), to istnieja w tym punkcie
pochodne czastkowe % i g—i.

Uwaga Istnienie pochodnych czastkowych funkcji dwéch zmiennych f w (z,y) jest
warunkiem koniecznym, ale nie wystarczajacym na to, aby funkcja ta byta r6zniczko-
walna w tym punkcie.

Definicja 2. Rozniczke zupetnq funkcji dwoch zmiennych f, rézniczkowalnej w punkcie
(z,y), okreslamy wzorem
of of
Arx—+ Ay—,
ox Y dy
gdzie Ax i Ay oznaczajq przyrosty, odpowiednio, pierwszego i drugiego argumentu.
Rézniczka zupelna funkcji wielu zmiennych— zastosowania

Pole dziatki o bokach z i y bedziemy oznaczaé symbolem S(z,y) (S jest funkcja
dwdéch zmiennych).
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Rysunek 8: ,,Wypetniony” wykres konturowy funkcji fs3

Pan A miat dziatke o wymiarach x = 50 i y = 100. Na skutek decyzji wladz gminy
wymiary jego dzialki zostaty zmodyfikowane: nowe wymiary tej dziatki sa réwne: 2’ =
491y’ = 103.

Oznaczmy Az = 2’ — x oraz Ay =y’ — y.

Przyrost pola dziatki moze by¢é wyrazony w postaci:

AS =S(z',y") — S(z,y) =

—(—1) x 100 + 3 x 50 = 50.

Rézniczka zupelna funkcji wielu zmiennych— zastosowania do szacowania ble-
d6éw pomiarowych

Problem Dziatka pana B ma x = 60 m dlugosci i y = 80 m szerokosci. Btad pomiaru
(zaréwno szerokosci jak i dlugosci) wynosi 0.1 m. Chcemy znaleZ¢ oszacowanie biedu
pomiaru pola dziatki.

Pole dziatki o bokach a i b oznaczamy przez S(a, b).



Rysunek 9: Wykres perspektywiczny funkcji fs3
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Rysunek 10: Wykres perspektywiczny funkcji f3— skala barw ,,terrain”

Rzeczywista dtugos¢ dziatki jest réwna x + dx a rzeczywista szerokos§¢ dziatki jest
réwna y + 6y
Z warunkéw zadania: |[dz| < Az, |0y| < Ay.
Mamy:
oS oS

— ~ dr— — <
Sz + dx,y + dy) — S(z,y) 5xax+5y8y

a8 oS
< |Az||=— Ayl|—| =
A1+ 18]l |
=0,1 x80+0,1 x 60 = 14.

A wigc przyjmujemy, ze btad pomiaru powierzchni dzialki jest mniejszy niz 14m?.

Zastosowania do wyznaczania ekstremalnych wartosci funkcji
Jezeli r6zniczkowalna funkcja f(z,y) ma w punkcie (xg,yo) maksimum lub mini-
mum, to:

0 .0
S @) =0 i 5 (0, 0) =0

Punkty, w ktérych pochodne czastkowe sa réwne zeru, nazywamy punktem stacjonar-
nym.



Punkt stacjonarny danej funkcji jest ,,podejrzany” o to, ze funkcja ta przybiera w nim
warto$¢ minimalna lub maksymalna.

Przyktad.
Funkcja f5(z,y) = 2% — 22 + y? — 62 ma pochodne czastkowe
%(x,y) =2x-2 i %—J;E’(:c,y) =2y —6.

Mozna uzasadnié, ze funkcja f5 jest rézniczkowalna na R?. Funkcja f5 ma jeden punkt
stacjonarny: (zg, yo) = (1,3). W punkcie tym funkcja f5 przyjmuje warto$¢ minimal-
na, co wynika stad, ze

f5(z,y) = (x — 1)* + (y — 3)* — 10.

Funkcja fg(x,y) = 22 — y? ma punkt jeden stacjonarny: (g, yo) = (0, 0); w punkcie
tym nie przybiera warto$ci minimalnej ani maksymalne;.
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Rysunek 11: Wykres funkcji f5

Wypuklos¢ funkcji wielu zmiennych

Definicje funkcji wypuklej jednej zmiennej mozna tatwo rozszerzy¢ na przypadek wie-
lowymiarowy.

Dla funkcji » zmiennych f, ktdra jest rézniczkowalna i wypukta w R™ prawdziwa jest
implikacja:

Jesli zp € R™ jest punktem stacjonarnym funkcji f to f osiaga w xo warto§¢ minimal-
na.

Uwaga Mozna uzasadnic, ze funkcja f5 jest wypukta.

Uwagi o calce dwukrotnej
Pole trapezu krzywoliniowego mozna wyrazi¢ za pomoca catki oznaczone;j.
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Rysunek 12: Wykres funkcji fg

Objetos¢ figur ograniczonych wykresem funkcji dwéch zmiennych oraz jedna (lub kil-
koma) ptaszczyznami mozna obliczy¢ korzystajac z pojecia catki wielokrotnej. Obje-
to$¢ figury ograniczonej przez wykres funkcji f1 i ptaszczyzne z = 0 jest réwne 2?”
(polowie objetosci kuli o promieniu 1).

Objetos¢ tg mozna wyrazi¢ jako catkg dwukrotng

/ fl(llf,y)dl' dy)

P

gdzie P oznacza prostokat, ktérego wierzchotkami sa punkty P, = (—1,—-1), P, =
(-1,1),P=(1,1), P, = (1,-1).

Wigcej informacji a catkach podwdjnych i wielokrotnych mozna znalez¢ w ksigzkach
[KW11] 1 [Fich80].

Zastosowania w teorii prawdopodobienstwa

W teorii prawdopodobieristwa jesteSmy w sposéb szczegdlny zainteresowani funkcja-
mi facznej gestosci rozktadu pary zmiennych losowych .

Moéwimy, ze g jest funkcja tacznej gestosci rozktadu pewnej pary zmiennych losowych
jezeli jest ona nieujemna i spetlnia warunek:

//g(x,y)dxdyz/_O;/_Zg(:z:,y)dxdy:1.
R’

Przyklad Funkcja % fa(x,y) jest funkcja tacznej gestosci pewnej pary zmiennych
losowych.
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