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Paradoks Zenona z Elei — wersja uwspétcze$niona

Zenek goni Andrzeja; predkos¢ Andrzeja: va = 107 predkos¢ Zenka: vz = 5= W

czasie:
to =0:sa(to) =0;sz(to) = 10;

tl =1: SA(tl) :10;Sz(t1) = 15;
t2 = 1,5 : SA(tQ) :15;Sz(t2) = 17,5
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To postepowanie mozna kontynuowaé w nieskoficzono$é. Czy Zenek nigdy nie ztapie

Andrzeja?
Suma kolejnych wyrazow ciagu geometrycznego

1 1
sa(ty) =104 10 x §+..,+10 % (§)k_1'

Czy sa(tx) dazy do nieskoficzono$ci? Mamy:

&1 1
lim s (tx) = lim 10 21k =20 — 20 lim (2)* = 20,
;—00 ;—00 5 — 1 k—oo 2

bo limy oo ($)¥ =0

Granica ciagu geometrycznego dla ilorazu ¢ € (—1,1)
Fakt. Niech ¢ € (—1,1). Wtedy

lim ¢* = 0.

k—o0

Dowdéd. Wezmy dowolny € > 0. Nalezy znaleZ¢ ng € N takie, ze dla n > ng

lg" — 0] < e.

Mamy
lg" — 0] =[¢"| = |g|" < e n>logy,e,

wigc mozna za ng przyjaé najmniejsza liczbe catkowita wigksza lub réwna 10g| ql €



Szeregi nieskonczone — definicje
Dla ciagu (a,,), o wyrazach aq, as, as, . . . utwérzmy nastgpujacy ciag:

§1 =a1,S2 = a1 +az,83 =ai +az+as,...

Jezeli ciag (s, ) ma granice, to granicg t¢ oznaczamy symbolem
o0
Z a, = lim s,
n—oo
n=1
i nazywamy ja suma szeregu nieskoriczonego a1 + as + as + . . ..

Przyklady
e Dlage (—1,1)iaeR

> a

n—1 .
E aq = ;
n=1

1—g¢

° i = b
e > 1™ = oo; (szereg jest rozbiezny do granicy niewlasciwej oo) (doktadna
definicja ciagu rozbieznego do co: [Kur(08, str. 31]);

e > (—1)" = oo nie jest zbiezny do zadnej granicy (skoriczonej lub nieskori-
czonej; jest rozbiezny).

Przyklady - c.d.
JesteSmy zainteresowani obliczeniem sumy

o0
1
> ®
n=1
Ciag sum czeSciowych jest ograniczony, poniewaz » ., m =1.
Prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Ciqg niemalejqcy i ograniczony z gory jest zbiezny.

Stad suma (5) jest zbiezna do pewnej granicy g. Latwo pokazac, ze g < 2. Uzywa-
jac bardziej zaawansowanych metod mozna udowodnié, ze g = 72 /6 (por. [Kur08,
str. 231]).

Liczba e
Rozwazmy ciag

1 n
en:<1—|—> .
n

€] = 2; €y = 2,25; €10 = 2,594, €100 — 27705

Mozna sprawdzié, ze:

Fakt. Mozna pokazaé, ze ciag (e,,) jest rosnacy.

Fakt. Dla kazdego n zachodzi e,, < 3

Z powyzszych faktéw, oraz z twierdzenia, ktére méwi, Ze ciag rosnacy i ograniczony
z gory jest zbiezny (por. G. Fichtenholz, rachunek rézniczkowy i catkowy, t.1, rozdz..
34), wynika, ze



Twierdzenie 2. Ciqg
1 n
en = (1 + )
n

Granicg tego ciagu bedziemy oznaczad przez e (od matematyka szwajcarskiego L. Eu-

lera (1707-1783)):
1 n
e= lim (1 + ) .
n—oo n

Liczba e z doktadnoscia do 10 cyfr po przecinku jest rowna

Jest zbiezny.

2,7182818285.

Liczba e — inna definicja
oo
1
e = E *'
n!
n=0
Dowd6d réwnowaznosci tej definicji z podang poprzednio: ¢wiczenia.

Obliczanie przyblizonej wartosci liczby e

Oznaczmy
"1 1 1 1
W=y —=1414— e —
s kz_ok! H T R T T SR PO Sam
Mamy:
1 1 1
— 8y = o< 6
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1 1 1 1
= 1 | = 7
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wiec
0<e—s, < —.
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Stad np. s7 przybliza liczbe e z btedem mniejszym niz 10, (poniewaz 7!-7 = 35280).

Logarytm naturalny i funkcja eksponens

Logarytm przy podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy przez In;
In z = log, x. Funkcje wyktadnicza przy podstawie e nazywamy eksponens i oznacza-
my exp; expzx = e*.



Funkcja eksponencjalna jako suma szeregu potegowego
Dla dowolnego =z € R

Py z 8
e_ZH— ot ®)
n=0

Dowéd mozna znaleZ¢ np. w [Kur08, str. 142].

Whiosek W otoczeniu (—e, €), gdzie € jest odpowiednio ,,mala” liczba dodatnia, wy-
kres funkcji y = e” moze by¢ przyblizony (,,sensownie”) przez wykres funkcji y =
1+ 2. W szczegdlnosci, wykres funkcji y = e” przecina o§ OY pod katem 45 stopni;
funkcja wyktadnicza dla y = a”®, gdzie a # e, nie posiada tej wiasnosci.

Uwaga Réwnos¢ (8) moze by¢ wykorzystana do zdefiniowania funkcji wyktadniczej
dla argumentu postaci z = a+bi, gdzie a,b € R, ai = /—1 jest ,jednostka urojona”.

Szereg harmoniczny

Definicja 1. Mowimy, Ze ciqg (a,,) jest zbiezny do oo, jezeli dla kazdej liczby r istnieje
takie ng, Ze dla n > ng jest a, > r.

Mozna pokazaé, ze ciag sum czgSciowych (tzw. szereg harmoniczny)

n
0=
k=1
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jest zbiezny do nieskoficzonosci.
Dowdd ¢wiczenia.

Zastosowania do teorii prawdopodobienstwa: Zmienna o rozkladzie geometrycz-
nym

Doswiadczenie losowe polega na wykonywaniu rzutéw moneta az do wypadnigcia orta
(po raz pierwszy). Liczbe rzutéw Z jest zmienng losowa dyskretna.

7 niezalezno$ci zdarzen:

Zmienna losowa Z przyktad dyskretnej zmiennej losowej, dla ktérej zbidr wartosci:
{1,2,...} nie jest skoriczony.

Jesli zamiast rzutu moneta rzucaliby$my kostka, lub innym przedmiotem, i prawdopo-
dobiefistwo otrzymania interesujacego nas wyniku bytoby réwne p € (0, 1), to liczba
rzutéw, ktéra zostata wykonana do momentu, gdy pojawit si¢ interesujacy nas wynik,
miataby rozktad geometryczny z parametrem p.



Powiemy, ze zmienna losowa W ma rozktad geometryczny z parametrem p € (0, 1),
jezeli
PW=k)=(1-pp" ' k=12...

Zastosowania do teorii prawdopodobienstwa: zmienna o rozkladzie Poissona

Definicja 2. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A > 0,
jesli przyjmuje ona wartosci w zbiorze {0,1,2,...,} oraz

)\k
_ _ =
P(X—k)—e H,

k=0,1,2,....

Rozktad Poissona moze by¢ zastosowany z powodzeniem do opisu takich cech jak
liczba nasion chwastéw wsréd nasion trawy, liczba klientéw zgtaszajacych si¢ dziennie
do banku, liczba wypadkéw drogowych na placu Grunwaldzkim w danym dniu itd.
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