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Doswiadczenie losowe
Doswiadczenie nazywamy losowym, jesli:

e moze by¢ powtarzane (w zasadzie) w tych samych warunkach;
e wynik jego nie moze by¢ przewidziany w sposéb pewny;

e zbiér wszystkich mozliwych wynikéw do§wiadczenia jest okreslony przed prze-
prowadzeniem doswiadczenia.

Przykltady doswiadczen losowych

e JesteSmy zainteresowani cenami mieszkan w miescie M. Pojedyncze do§wiad-
czenie polegatoby na znalezieniu ceny (ofertowej) mieszkania w tym miescie i
zanotowaniu jej. Powtarzanie do§wiadczenia polegatoby na przegladnigciu ofert
dotyczacych cen mieszkan, w odpowiednich serwisach internetowych, oraz za-
notowaniu cen interesujacych nas mieszkan.

e JestesSmy zainteresowani liczba jajek sktadanych przez ptaki (powiedzmy jerzy-
ki). Pojedyncze doswiadczenie polegatoby na zaobserwowaniu liczby jajek w
zaobserwowanym gnieZdzie. Powtarzanie do§wiadczenia polegatoby na znajdo-
waniu gniazd jerzykéw i notowaniu liczby jajek.

Przestrzen zdarzen elementarnych

Definicja 1. Przestrzeniq zdarzen elementarnych nazywamy zbior wszystkich moZzli-
wych wynikow doswiadczenia losowego. Pojedynczy element tej przestrzeni nazywaé
bedziemy zdarzeniem elementarnym.

Uwaga Przestrzen zdarzen elementarnych bedziemy oznaczaé symbolem S. W wielu
podrecznikach przestrzen zdarzen elementarnych oznaczana jest symbolem €.
Dowolny podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych o skorficzonej liczbie elementéw
bedziemy nazywaé zdarzeniem.

Przestrzen zdarzen elementarnych — c.d.

W przypadku przestrzeni zdarzen elementarnych o nieskoriczonej liczbie elementéw,
zdarzeniem nazywamy podzbior przestrzeni zdarzeni elementarnych spetniajacy pewne
dodatkowe zalozenia; doktadniej: zaktadamy, ze wszystkie rozwazane zdarzenia naleza
do odpowiednio okreslonego o-ciala zdarzen losowych, por. Wyktady ze “Wstgpu do
teorii prawdopodobieristwa i statystyki” prof. A. Jurlewicz , Wyktad 1,



WWW.1im.pwr.wroc.pl/~agniesz/
wstep_do_rach_prawd_MAP2037/
Wstep_do_R_Pr MAP2037_wyklad_l.pdf

Informacje o postulatach, jakie musi spetnia¢ zbiér zdarzen elementarnych, mozna zna-
lez¢ réwniez w ksiazce L. Gajka i M. Katuszki na str. 17

Uwaga W dalszym ciagu rozwazan bedziemy zakladali, ze dla skoficzonych przestrze-
ni S odpowiednia rodzing zdarzen jest zbidr wszystkich podzbioréw S.

Przestrzen zdarzen elementarnych- przyklady
Przestrzenig zdarzeni elementarnych dla do§wiadczenia losowego :

e polegajacego na losowym wyborze mieszkania, oferowanego do sprzedazy, i po-
daniu jego ceny jest [0, 00);

e polegajacego na dwukrotnym rzucie monetg jest {OO, OR, RO, RR}; zapis
OO oznacza: orzet wypadt w pierwszym i drugim rzucie itd.;

e polegajacego na dwukrotnym rzucie kostka jest {(1, 1), (1,2),...,(6,5), (6,6)}.
Czym jest prawdopodobienstwo
Podejscie czgstosciowe: rzucajac moneta (uczciwa) N razy otrzymujemy n orléw—
mozna oczekiwaé, ze n/N bedzie dazyé do 1/2 gdy N — oo

Podejscie aksjomatyczne: kazdemu zdarzeniu A, bedacemu podzbiorowi przestrzeni
zdarzen elementarnych S przyporzadkowujemy liczbe P(A), spetniajaca warunki:

o 0< P(A) < 1;
gdy A=0, P(A) =0;
gdy A=S,P(A)=1;

Jesli zdarzenia A;, Ao, As, ... sie wzajemnie wykluczaja (tj. A; N A; = 0 dla
1# 7)isuma A; U Ay U A3 U. .. jest zdarzeniem, to

P(A1UA2UA3U...):P(A1)+P(A2)+P(A3)+....

Prawdopodobienstwo— przyklad

Rzucamy dwukrotnie kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma oczek bgdzie
mniejsza lub réwna 3.

W naszym przypadku S = {(1,1),(1,2),...,(6,5), (6,6)}; przyjmujemy, ze prawdo-
podobienstwo wszystkich zdarzeni elementarnych jest rowne & = %. Zdarzenie A,
odpowiadajace wyrzuceniu nie wigcej niz 3 oczek, ma postaé: A = {(1, 1), (1,2), (2,1)}.
Stad P(A) =3 x 95 = 15.
Zalozenie o jednakowym prawdopodobienstwie zdarzen elementarnych

Uwaga. Z formalnego punktu widzenia mogliby$my przyja¢ w rozwazanym przykta-
dzie np.

P((1,1)) = P((1,2)) = % P((1,3)) = P((1,4)) = ... = P((6,6)) = 0,

lecz otrzymany w ten sposéb model matematyczny nie bedzie ,,sensownie” opisywat
naszego do§wiadczenia losowego.



Prawdopodobienstwo warunkowe — ,,przyklad wprowadzajacy”

Rzucamy kostka ,,uczciwg™; S = {s1,..., 86},
1
P(sl):67 7/_17 a6
DlaACS 4 A 4)
S; €
P(A) = "—"———
(4) s € 5]

gdzie dla dowolnego skonczonego zbioru A symbol # A oznacza licznos$é zbioru A.
Dodatkowe zalozenie Jedyne mozliwe wyniki sa liczbami podzielnymi przez 3.
Niech B = {s3, s¢}. Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z nowa przestrzenia zdarzen
elementarnych S§; = B.

Oznaczenie Prawdopodobienstwo zdarzenia A w przestrzeni S bedziemy oznaczad
przez P(A|B).

Prawdopodobienstwo warunkowe — ,,przyktad wprowadzajacy”, c.d.
Na ogét P(A) nie jest rtéwne P(A|B); np.

Dla A = {83}
P(A) = g | P(A|B) = s cB] 2
Dla A = {81}
(=g i PaB)=TREEET <0
Obserwacja W obu przypadkach P(A|B) = P}(;zg?).

Definicja 2. Dia A, B € S i P(B) > 0 przyjmujemy P(A|B) = Z&52).

Prawdopodobienstwo catkowite

Twierdzenie 1. Niech zbiory A1, As, ..., A, spetniajq warunki:
e AyUAU...UA, =S8;
e AinNAj=0dlai# j;
e P(A;)) >0dlai=1,2,...,n.

Wtedy dla kazdego zdarzenia A € S ma miejsce nastepujacy wzor na prawdopodo-
bienistwo catkowite:



Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie 2. Twierdzenie Bayesa
Przy zatoZeniach Twierdzenia 1
P(A]A;)P(A:)

P(A;|A) = P

dlai=1,...,n.
dowéd Nalezy skorzysta¢ z réwnosci P(A;|A)P(A) = P(A;NA) = P(A|A;)P(A;)

Przyklad
Prawdopodobienistwo awarii w ciagu roku zespotu napedowego samochodu marki X
Wwynosi

e 0,02 przy stosowaniu oleju marki A;
e 0,03 przy stosowaniu oleju marki B.
Wiadomo, ze sposrdd kierowcow jezdzacych samochodami marki X
e 80% uzywa oleju marki A;
e 20% uzywa oleju marki B.

Jakie jest prawdopodobiefistwo awarii zespotu napgedowego (w ciggu roku) losowo wy-
branego samochodu marki X?

Przyklad — c.d.

Rozwiazanie Oznaczmy: A : kierowca stosuje olej marki A; As: kierowca stosuje olej
marki B; A - zespdt napedowy ulega awarii w ciagu roku. Korzystajac ze wzoru na
prawdopodobieristwo catkowite otrzymujemy:

P(A) = P(A|A1)P(Ay) + P(A]A2)P(A) =
—=0,02-0,8+0,03-0,2 = 0,022.

Prawdopodobieristwo, ze losowo wybrany pojazd sposréd samochodéw, ktérych ze-
spdl napedowy ulegt awarii w danym roku, jest marki A mozna obliczy¢ korzystajac z
twierdzenia Bayesa:

0,02-0,8

P(A|A) = ~0,73.
(A1]4) 0,02-08+0,03-0,2

Niezalezno$¢ zdarzen
Niezalezno$¢ zdarzen wiazemy z brakiem zaleznoSci przyczynowo- skutkowej. Mozna
uznaé za niezalezne:

o wyniki kolejnych rzutéw kostka;

e ustanowienie rekordu §wiata w skoku w dal na najblizszej olimpiadzie i utwo-
rzenie nowego wojewddztwa do konica biezacego roku



Definicja 3. Mowimy, Ze zdarzenia A i B sq niezalezne, jeZeli
P(ANB) = P(A) x P(B).

Niezalezno$¢ dla wigcej niz dwéch zdarzen— patrz [KMO1],Definicja 2.7.
Uwaga Jezeli A i B sa niezalezne i P(B) > 0, to

P(A|B) = P(A).

Niezaleznos¢ zdarzen— przyklady
W przyktadzie z rzutem dwoma kostkami: zdarzenie A— ,,wynik pierwszego rzutu jest
réwny jeden” i zdarzenie B—, wynik drugiego rzutu jest réwny 57 sa niezalezne, gdyz

P(A) = P(B) = é oraz P(AN B) = P((1,5)) = 3716
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