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Definicja 1. Zmienng losowq nazywamy dyskretng (skokowa), jesli zbior jej wartosci
T1,Xo, ..., MOINA UStawic w ciqg.

Zmienna losowa X, ktéra przyjmuje wszystkie wartosci z zadanego przedziatu (a, b),
nie jest zmienna losowa dyskretna, poniewaz elementéw tego przedzialu nie da sig
ustawi¢ w ciag ("ponumerowac").

- G. Cantor 1873— twierdzenie— wszystkich liczb rzeczywistych nie da si¢ ustawié
w ciag.

Rozklad dyskretnej zmiennej losowej

Zbidr wartosci dyskretnej zmiennej losowej X— ciag x1, z2, . . . , (skoficzony lub nie-
skoniczony).

Rozktad zmiennej losowej dyskretnej X jest okreSlony przez nieujemne liczby p1, po, . . .
spelniajace warunki:

dom=1, (1)

pi = P(X = x;). 2

Dyskretne zmienne losowe— przyklady
Przyktady:

e Rozktad U, sumy oczek w dwukrotnym rzucie kostka;

e Rozktad Z, gdzie Z oznacza liczbe rzutéw moneta, po ktérej po raz pierwszy
wypada orzet (zdarzeniu polegajacemu na tym, ze orzel wypadnie juz w pierw-
szym rzucie, odpowiada warto$¢ zmiennej Z réwna 0).

z niezaleznoS$ci zdarzen:

1\ k+1
P(Z=k)=(3) , k=012...

Zmienna losowa Z przyktad dyskretnej zmiennej losowej, dla ktérej zbidr wartosci:

{0,1,2,...} nie jest skoficzony.



Dystrybuanta rozkladu dyskretnego
Przypomnijmy, ze dystrybuantg F'x rozkladu zmiennej losowej X okre§lamy wzorem:

Mozna udowodnié, ze dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej jest funkcja:
e przedzialami statg (schodkowa);

e prawostronnie ciagta.

Przyktad
Jesli V ma rozktad Bin(2;0,8), to jej dystrybuanta Fy dana wzorem
0 z <0
004 z€l0,1
Fo(z) = [0,1)
0,36 =€ [1,2)

1 x € [2,00)

Funkcja kwantylowa

Jesli zmienna losowa X ma dystrybuantg ciagla i rosnaca na R (zbiorem wartosci F'x
jest (0, 1)), to funkcje kwantylowa @ x okreslamy jako funkcje¢ odwrotng do dystrybu-
anty F'x.

Jesli F'x jest SciSle rosnaca na przedziale Z, a dla argumentéw spoza tego przedziatu
przybiera wartoSci O lub 1, to funkcjg kwantylowa okreslamy jako funkcje odwrotng
do funkcji Gx, ktérej dziedzina jest rowna Z, okres§lona wzorem

Gx(t):Fx(t), tel.

Przyklad
Dla zmiennej losowej Y o rozktadzie jednostajnym U (0, 1), ktérej gestos¢ g dana jest
wzorem

0 =<0
g(z) =<1 z€]0,1]
0 ze(l,00)

funkcja kwantylowa QQy jest dana wzorem:

Qyv(t)=t, te(0,1).

Przyklad
Dla zmiennej losowej W' typu ciaglego, ktérej gestos¢ h dana jest wzorem

0 z <0
hiz) =< z/2 z€]0,2]
0 x € (2,00)



funkcja kwantylowa Q) jest dana wzorem:

Qw(t) =2vt, te(0,1).

Funkcja kwantylowa — c.d.
Dla dyskretnej zmiennej losowej X (i dla zmiennych, ktére nie sa dyskretne, ale nie
spetniaja wyzej wymienionych warunkéw) funkcje kwantylowa () x mozna okresli¢
wzorem

Qx(u)=min{t e R: Fx(t) > u}, ue€(0,1),

gdzie F'x oznacza dystrybuantg zmiennej losowej X .

Uwaga Definicj¢ te¢ mozna stosowaé dla dowolnej zmiennej losowej; w przypadku, gdy
zmienna losowa ma dystrybuante:

e rosnaca na R;

e rosnaca na przedziale Z, a dla argumentéw spoza tego przedziatu przybiera war-
tosci O lub 1,

warto$ci funkcji @ x (u) sa réwne wartoSciom funkcji kwantylowej zdefiniowanej uprzed-
nio dla tych szczegdlnych klas zmiennych losowych.

Przyklad
Dla zmiennej losowej V' funkcja kwantylowa Qy ma postac
0, ¢ € (0;0,04];
Qv(t)=1<1, te(0,04;0,36];
2, te€(0,36;1);

Zmienne losowe typu ciaglego

Definicja 2. Mowimy, Ze zmienna losowa X jest typu ciqgtego, jesli istnieje nieujemna
Sfunkcja g taka, Ze dla kazdych —oo < a < b < o0

b
Pla< X <)) = / g(x)dx.
Funkcja g — to tzw. funkcja gestosci rozktadu zmiennej losowej X .

Zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym
Méwimy, ze zmienna losowa typu ciaglego X ma rozktad wyktadniczy z parametrem
A > 0 jezeli jej funkcja gestosci g ma postaé

0 z<0
— b b) 3
9(@) {)\e_/\‘”, x> 0. )



Zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym: zastosowania

e czas bezawaryjnej pracy pewnych przedmiotéw (urzadzen), takich jak np. za-
réwka;

e czas oczekiwania na rozpad czasteczki radioaktywnej;

e warto$ci maksymalne dziennego opadu w danym roku.
Mozna uzasadnié, ze jesli X ma rozklad wykladniczy z parametrem A > 0, to
F X (t) =1- GM

oraz
EX =)"1 VarX=X2

Rozklad wykladniczy: ,,brak pamieci”
Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym z parametrem A > 0. Dla
dowolnych a i b dodatnich prawdziwa jest réwnosc:

P(X >a+0bX >a)=P(X >b).

Istotnie

P(X >a+b|X >a) = PX > C;j(’)?):;(x >a) _

- Pg(; i Z)b) - exfx[l)[i(s(Z)]l) A oxp [=AD] = P(X > b).

Interpretacja: X jest czasem bezawaryjnej pracy pewnego urzadzenia, to niezaleznie od
dotychczasowego czasu pracy tego urzadzenia, dalszy czas pracy ma taki sam rozktad
jak ,,catkowity czas pracy” (czyli rozktad wyktadniczy z parametrem \).

Zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym: przyklad zastosowan
Czas zycia zar6wki X jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z wartoScia
oczekiwang réwna 10 (jednostka pomiaru jest miesiac). Chcemy obliczy¢:

499

e prawdopodobieristwo, ze zaréwka bedzie ,,bezawaryjnie funkcjonowac” przez
15 miesigcy;

e kwantyl rzedu 0,95 czasu zycia zar6wki.
Rozwiazanie Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A = 1/10.

15

1

PX>15)=1- / ﬁe*””/wdx =1 —[—e®/10)L° = ¢73/2 ~ 0,2231302.
0

Prawdopodobieristwo to mozna obliczyé wykorzystujac pakiet R w nastgpujacy spo-
s6b:

> l-pexp(3/2)
[1] 0.2231302



Zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym: przyklad zastosowan — c.d.
Oznaczmy kwantyl rzgdu 0,95 dla rozktadu zmiennej X majacej rozktad wyktadniczy
z parametrem \ = 0,1 przez c. Stata c spetnia jest rozwiazaniem réwnania:

/ L o0, — 0,95.
o 10

Stad:

1— e /10 —=0,95;
e~¢/10 =0,05;
—c¢/10 =1log 0,05 = — log 20;
¢ = 10log 20 ~ 29,95732.

Kwantyl ten mozna obliczy¢ przy uzyciu R:

> gexp (0.95,0.1)
[1] 29.95732
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