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Rozklad dyskretnej zmiennej losowej
Zbiér wartosSci dyskretnej zmiennej losowej X— ciag z1, xa, . . . , (skoficzony lub nieskoficzony).
Rozktad zmiennej losowej dyskretnej X jest okreslony przez nieujemne liczby p1, p2, . . . spetniajace warunki:
dopi=1, (1)
pi = P(X = ;). (2)
Funkcja przyporzadkowujaca x1, z2, . . . prawdopodobiefistwa p1, pa, . . .: funkcja prawdopodobieristwa.

Para dyskretnych zmiennych losowych
Niech X i Y beda dyskretnymi zmiennymi losowymi okre§lonymi na przestrzeni zdarzer losowych S. Funkcja
px,y jest okreSlona przez

pxy(z,y) =P(X =2Y =y)

dla kazdej pary wartosci (z, y), ktéra moze by¢é przyjmowana przez parg zmiennych losowych (X, Y') z nieze-
rowym prawdopodobieistwem.
Funkcje px y bedziemy nazywac funkcja prawdopodobienstwa pary dyskretnych zmiennych losowych X i Y.

Para dyskretnych zmiennych losowych — c.d.
Funkcja px y (z,y) spelnia warunki:

e pxy(z,y) > 0dlawszystkich z i y;

e >, >, pxy(z,y)=1;

o P((X,Y) € A) =3, eabx,y(z,y), gdzie A jest danym podzbiorem par uporzadkowanych (z,y)
(par wartosci, ktére moga by¢ przyjmowane przez (X, Y’) z dodatnim prawdopodobieristwem).

Przyklad
Na uczelni W studenci sg oceniani za pomoca ocen P1, P2 i P3; ocena P1 jest najnizsza a P3 najwyzsza
z wymienionych ocen. Pod koniec 1-go roku studenci bioinformatyki zdaja egzaminy z matematyki i chemii.

Oceny uzyskane przez studentéw bioinformatyki na uczelni W w roku 2010 mozna przedstawi¢ za pomoca
tabelki:

PI (M) | P2(M) | P3 (M)
P1(C) | 0 13 4
P2(C) | 8 84 41
P3(C) | 7 33 10

P1 (M) oznacza oceng P1 z matematyki, P2 (C) ocena P2 z chemii itd. Przyktadowo: liczba studentéw, ktéra
otrzymata oceng P2 z chemii i P1 z matematyki wynosi 8. Prawdopodobieristwo, ze wybrany losowo student
otrzymat oceng P2 z chemii i P1 z matematyki wynosi 8/200 = 0,04.



Przyklad — c.d.
Prawdopodobienistwa uzyskania par ocen: z chemii i matematyki przedstawia ponizsza tabela:

Ve=1|Yg=2]|Ys=3
Xp=1|0 0,065 | 0,02
Xp =2 0,04 0,42 0,205
Xp=3]0035 |0,165 | 0,05

Dystrybuanta taczna dyskretnych zmiennych losowych
Dystrybuanta taczna dyskretnych zmiennych losowych X i Y nazywamy funkcj¢ F' okre§long wzorem

F(l’,y) = P(X <z,Y < y) = ZZPX,Y(Svt)a

s<zT ty

gdzie py y jest funkcja prawdopodobienstwa dla pary zmiennych losowych X i Y.

Przyklad Oznaczmy dystrybuantg taczna pary zmiennych losowych Xp i Yp przez G. Mamy na przyktad:
G(2,1) =004 G(2,2) =0+ 0,065+ 0,04 + 0,42 = 0,525.

Para zmiennych losowych typu ciaglego

Parg¢ zmiennych losowych X i Y, okreslonych na tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych, bedziemy na-
zywaé parg zmiennych losowych typu ciaglego, jesli istnieje funkcja gestosci ¢, okreslona na R?, ktéra spetnia
wlasnosci:

* g(z,y) > 0dla(z,y) € R%

/ / g(z,y)dzdy = 1;

P(X,Y)e A) = // g(x,y)dzdy.
(zy)e

(zaktadamy, ze dla zbioru A odpowiednia calka istnieje).

e Dla zbioru A € R?

Dystrybuanta taczna pary ciaglych zmiennych losowej typu ciagtego
Dla X 1Y typu ciagtego dystrybuante F' definiujemy wzorem

F(z,y) = P(X < / / (z,y)dzdy.

Para niezaleznych zmiennych losowych
Przypomnijmy:

Definicja 1. Mowimy, zZe zmienne losowe X i'Y sq niezalezne, jezeli
P(X € [a,b] \Y € [c,d]) = P(X € [a,b]) x P(Y € [c,d])
dla dowolnych przedziatow [a,b] i [c, d].
Przyjety warunek jest rownowazny nastgpujacemu warunkowi:
P(X € (—o00,a] AY € (—00,b]) = P(X € (—00,a]) x P(Y € (—o0,b])
ktéry z kolei mozemy zapisaé w postaci:
F(x,y) = Fx(2)Fy (y), 3)

gdzie F'x oznacza dystrybuantg zmiennej losowej X, Fy oznacza dystrybuantg zmiennej losowej Y a F' ozna-
cza dystrybuante taczng pary zmiennych losowych X 1 Y.



Niezalezno$¢ zmiennych losowych dyskretnych
Jezeli X 1Y sa dyskretne, warunek (3) jest rownowazny

pxy(z,y) = px(2)py (¥), 4

gdzie px y (z, y) jest funkcja prawdopodobienstwa dla pary (X, Y'), px i py sa funkcjami prawdopodobieristwa
dla (odpowiednio) zmiennych X i Y a x i y sa dowolnymi liczbami takimi, ze px (z) > 0 oraz py (y) > 0.

Niezalezno$¢ zmiennych losowych typu ciaglego
Jezeli X 1Y sa typu ciagltego, warunek (3) jest rownowazny

9xy(z,y) = gx(z)gy (v),

gdzie gx y (z,y) jest funkcja gestosé dla pary (X,Y), px i py sa funkcjami gestosci dla (odpowiednio) zmien-
nych X iY;ax iy sadowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Przyklad

Rozwazmy jeszcze raz doswiadczenie losowe polegajace na wykonaniu przez zawodnika A dwéch rzutéw
osobistych (prawdopodobiefistwo trafienia jest rowne 0,9). Niech Y7 oznacza wynik pierwszego rzutu (0, jesli
A chybil w pierwszym rzucie, 1 jesli A trafit w pierwszym rzucie) a Y2 wynik drugiego rzutu 0, jesli A chybit w
drugim rzucie, 1 jesli A trafit w drugim rzucie). Laczna gestos¢ Y7 i Ys jest przedstawiona przy uzyciu tabelki

Yo=0] Ys=1
Yi=0| 00l | 0,09
Yi=1| 009 | 0,81

Widzimy, ze Y] i Y> spetniaja warunek (4).

Sumy niezaleznych zmiennych losowych
Gdy X1, Xo, ..., X, saniezaleznymi zmiennymi losowymi, to jest mozliwe okreslenie rozktadu (dystrybuan-

ty):
o sumy Y = X1+ Xo+ -+ Xy
e sredniej X = %

Na przyktad jesli X, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Bin(1, p) (zero-jedynkowym
z parametrem p), to Y ma rozktad Bin(n, p).

Definicja 2. Mowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad normalny z parametrami 11 i o, gdzie p € Rio > 0,
jezeli gestosS¢ jej rozktadu jest okreslona wzorem:

1 _ (== L)2
fla) = =" 2"

2o
Skrétowy zapis: X ma rozktad N (u, o).
Centralne Twierdzenie Graniczne
Twierdzenie 1. Jezeli X1, Xo, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi otym samym rozktadzie, E(X1) =
m, D(X1 = o), to zmienna losowa B

X —-m

a/yn’
gdzie X = %(X 1+ Xo + ...+ X)), maw przyblizeniu standardowy rozktad normalny N (0, 1); doktadniej:

P(a< “<®H¢@—y@

o/v/n
dla dowolnych a i b, a < b.

Innymi stowy, rozktad X jest w przyblizeniu réwny rozktadowi normalnemu N (u, o/\/n).



Przyklad

Rzucamy monetg 25 razy. Niech Y oznacza liczbg ortéw. X ma rozktad Bin(25;0,5). Zmienna Y moze by¢
przedstawiona jako suma 25 niezaleznych zmiennych losowych X, ..., Xo5 o rozktadzie Bip(l; 0,5) (zero-
jedynkowym z parametrem p = 0,5 ) . Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego: X ma w przybli-

zeniu rozktad N (p, o /\/n), gdzien = 25,p = 0,5,0 = /p(1 — p) = 0,5, czyli
X ma w przyblizeniu rozktad N (0,5;0,5/5)
wigc

Y ma w przyblizeniu rozktad N (12,5;2,5)

Bin(25:0.5)+N(12.5;2.5)
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Rysunek 1: Rozktad dwumianowy Bin(25;0,5) i odpowiadajacy mu rozktad normalny N (12,5;2,5)

Suma niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie normalnym
Twierdzenie 2. Jesli Xy, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi,
Xk ~ N(pg, o), k=1,2,....n

to zmienna losowaY = X1 + - -+ + X,, ma rozktad N (ps, 05), gdzie

n
IU’S:Z;LL]C i 0s= ZU/%
k=1

k=1
Whiosek 1. Jesli X1, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie N (p, o), to
e Srednia
5 X1+ + X,
n

ma rozktad N (p, 0 /+/n);

e zmienna losowa Z okreslona réwnosciq

ma rozktad N (0, 1) (standardowy normalny).

Funkcja gamma
Funkcja I' jest okre§lona wzorem

Mozna uzasadnié, ze:
1. I'(t) > 0dlat > 0;
2.T(1) =1,



3. T(t+1)=tI'(t)dlat > 0;
4. T(1)2) = /7

5. limy_o, I'(t) = oo;

6. limy_,oo I'(t) = 005

Funkcja gamma

gamma(x)

Rysunek 2: Wykres funkcji I' na odcinku [0,1; 5].

Rozklad t-Studenta
Gestos¢ rozktadu t-Studenta z n stopniami swobody, n € N, okreSlona jest wzorem

T((n+1)/2) /. a2\-(+1)/2
tn(x):W<l+ ) :

n
Mozna uzasadnic, ze funkcja t,, jest
1. dodatnia na R;
2. parzysta;
oraz ze t,(x) — ¢(x) gdy n — oc.
Rozklad t-Studenta — c.d.

Jezeli X1, Xo, ..., X,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N (u, o), to zmienna losowa T,
okreslona réwnoscia

X—p
T =
S/’
gdzieX:%(X1+X2+...—|—Xn)oraz
_ — 1/2
o [EKi-%2+ 4 (X - %) /
n—1 ’

ma rozklad t-Studenta z n — 1 stopniami swobody.
Rozklad t-Studenta i rozklad normalny
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Rysunek 3: Gestosci rozktadéw gamma: N (0; 1) (linia ciagta czarna), t-Studenta z dwoma stopniami swobody
(,,kreski” zielone), t-Studenta z o§mioma stopniami swobody (,.kropki” czerwone).



