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Definicja calki oznaczonej dla funkcji ciaglej

Definicja 1. Zatézmy, Ze funkcja f jest ciqgta na przedziale |a, b]. Catke oznaczong z funkcji cigglej f na przedziale [a, b]

definiujemy wzorem
b n
/a fla)de = lim [b;“kz_lf(aﬂk—nb;“)]. 0

Korzystajac z wprowadzonej notacji, pole ,.tréjkata parabolicznego” mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

1
/ 22dx.
0

Obliczanie calek - wielomiany
Niech W (z) = ag + a1x + asz? + ... + a,a™.

ai o, Q42 3 an  n41
W(z)dx = — — et —— C
/ (z)dx = apzx + 5 ¥ + 3% + +n+1x +

Obliczanie calek - funkcje wykladnicze
Dla b # 0:

/ebtdt = %ebt +C

Calka iloczynu funkcji wykladniczej i wielomianu
/xewdx = ze® — /ewdx =ze® —e” 4+ C,

/xQewdm = 22" — /2xe’”d:1; =e%(2% — 22+ 2) + C.

Postepujac podobnie: obliczamy catki [ z™e®dx, m = 3,4, .. ..
Komentarz: catkowanie to raczej sztuka niz ,,automatyczne” stosowanie kilku regut obliczeniowych.

Calkowanie funkcji wymiernych
Dla funkcji
P(x)
fx) = ;
“= Q@)
gdzie P i ) sa wielomianami, calke | f(z)dxz mozemy obliczy¢ korzystajac z metod przedstawionych w ksiazce K. Kura-

towskiego w podrozdziale 9.4. Algorytm obliczania catek [ f(sinz)dz, [ f(cos z)dz itd. mozna znalezé w podrozdziale
9.6 tej ksiazki.

Przyklady calek nieoznaczonych, ktorych nie mozna obliczy¢ przy uzyciu standardowych metod
Nastgpujacych catek nie da si¢ przedstawié za pomoca funkcji elementarnych

2
/e_”“ dx, /sin(cosx)dm.

Uwaga. Przyblizona wartos¢ catki oznaczonej f; sin(cos x)dx dla zadanych a i b mozemy obliczy¢ przy uzyciu metod
numerycznych.



Zastosowania calki oznaczonej— pole trapezu krzywoliniowego
Figure ograniczong: wykresem funkcji f, gdzie f jest funkcja ciagta i nieujemna na przedziale [a, b], prostymi z = a,
x = b oraz prosta y = 0 bedziemy nazwywac trapezem krzywoliniowym.

y=f(x)

Rysunek 1: Trapez krzywoliniowy

Zastosowania calki oznaczonej— obliczanie pola figur

Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkcji f(x) = sina oraz proste: z = 0, x = wiy = 0, j.
chcemy znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajacego funkcji f(z) = sin « i odcinkowi [0, .

Pole to jest rowne:

/sinxdxz[—cosx} =—cosm—(—cos0)=1+1=2.
0 0

Zastosowania calki oznaczonej— obliczanie pola figur
Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkcji f(z) = sin2x oraz proste: x = 0,z = $ iy = 0, tj.
chcemy znaleZ¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajacego funkcji f(z) = sin 2z i odcinkowi [0, T].

Pole to jest réwne:

~/2 1 LCHE | 1
/ sin 2zdx = [7700524 = ——cosm— =(—cos0) = 1.
) 2 0 2 2

Zastosowania calki oznaczonej— obliczanie pola figur— c.d.
Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkcji f(z) = % oraz proste: x = 1, x = biy = 0, gdzie

b > 1, tj. chcemy znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajacego funkcji f(z) = % i odcinkowi [1, b].
Pole to jest réwne:

b
/ Lo = nz]? =Inb—Inl=1Inb.
1 x

Zastosowania calki oznaczonej— obliczanie pola figur— c.d.

Rysunek 2: Logarytm naturalny liczby b > 1 jako pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajacemu funkcji f(z) = % i
odcinkowi [1, b].



Zastosowania calki oznaczonej— droga przebyta przez punkt materialny

Punkt materialny porusza si¢ z predkoscia v(t) = cost. Chcemy znalezé s(T'), polozeniu punktu w czasie T = 7.
Zaktadamy, ze s(0) = 0.

Mamy

s(m) :/ costdt = [—sint]jf =0—0=0.
0

Zastosowania calki oznaczonej— droga przebyta przez punkt materialny— c.d.
Zenek podczas zawoddw biegnie z predkoscia

vz(t) = 8e "0 [m/sek], t > 0.

Chcemy znaleZ¢ dystans przebyty przez Zenka do chwili 7" = 100.
Droga przebyta przez Zenka (chwili T' = 100) jest réwna:

/100 vz(?f)dt = [8;6—0.0”} 100 _
0 —0.01 0

_ 8 00147100 1 _ —1\ ~
= [_ﬁe ]0 = —800(e” " — 1) =800(1 —e™ ") ~ 505,6964.

Zastosowania calki oznaczonej— Srodek ciezkos¢ preta
Rozwazmy cienki pret. Skierujmy o§ OX wzdtuz preta. p = p(z)— masa przypadajaca na jednostke dtugosci preta. Na
odcinku [z, z + Ax] znajduje si¢ (w przyblizeniu): masa:

Am = pAx

p - gestos¢ na jednostke dtugosci (lub krécej gestosc).

Masa preta

Problem: chcemy obliczy¢ masg preta
Pret- wzdtuz osi OX

a- lewy koniec; b- prawy koniec.
Przyblizona warto§¢ masy preta:

M, = th((Z - l)h’)7

gdzie h = b:—L“ Jesli zatozymy, ze p = p(z) jest ciagla, to masa preta jest réwna:

b
m= lim M, :/ p(x)dz.

n—oo

Srodek cigzkosci uktadu punktéw materialnych
Srodek cigzkosci uktadu dwéch punktéw

Punkty P; i P, leza na prostej OX;

P— waga w;; wspétrzedna 1 ;

Pr,— waga wqy; wspétrzedna 5.

Srodek ciezkosci: Wizitwars

witwsz
Srodek cigzkoSci uktadu punktéw Py, Ps, ..., P, o wspotrzednych x1, o, ..., x, 1 wagach wy,wa, ..., w, :
n
21:1 WLy
n
Zi:1 W;

Srodek ciezkosci preta

Pret ,,lezacy na osi OX”;

aib;a <b;

p - gestos¢ (na jednostke dtugosci);

Przyblizona warto$¢ wspotrzednej poziomej Srodka cigzkoSci:

Yimala+ (i = Dhjp(a+ (i — Dh)h

= ST ot (- D)




gdzie h = (b —a)/n.
S, jest srodkiem cigzkosci uktadu punktéw o wspétrzednych

a,a+h,a+2h,...;a+ (n—1)h

o wagach
hp(a),hp(a+h),...,hp(a+ (n — 1)h).

Srodek ciezkosci preta— c.d.
Mozna pokazaé, ze Srodek cigzkosci preta (jego wspodtrzgdna pozioma) jest rowny:

b
d
= i 5= BT
J7 o) de

przy zatozeniu, ze p jest funkcja ciagla na [a, b].

Przyklad

Chcemy obliczy¢ Srodek cigzkosci preta ,,potozonego wzdtuz osi OX” o konicach @ = 0, b = 1 [jednostka: m] o gestosci
p(z) = 2? [jednostka: kg/m].

Rozwiazanie

f; zp(x)dr fol idr 1/4 3

f: p(z)dz fol w2dx 1/3 4

Moment bezwladnosci preta
Mozna pokazaé, ze moment bezwtadnos$ci preta o koncach a i b wzglgdem osi x = c¢ jest réwny

/ (@ - op(z) o

przy zatozeniu, ze p jest funkcja ciagla na [a, b].
Przyklad Moment bezwtadnosci preta o koncach: a = —0,51 b = 0,5 [jednostka: m]
wzgledem osi przechodzacej przez srodek preta (tzn. wzgledem osi z = 0), dla gestosci p(z) = 1 [jednostka: kg/m], jest

réwny:
0,5 0,5 3105
[ @ oo [ aran= [2]77
—0,5 —0,5 31-05

b ()= s



