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Dos$wiadczenie losowe
Doswiadczenie nazywamy losowym, jesli:

e moze by¢ powtarzane (w zasadzie) w tych samych warunkach;
e wynik jego nie moze by¢ przewidziany w sposéb pewny;

e 7zbiér wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia jest okre§lony przed przeprowadzeniem doswiadczenia.

Przyklady doswiadczen losowych

e Losowy wybdr mieszkania z listy mieszkan oferowanych do sprzedazy.
e Dwukrotny rzut moneta.

e Dwukrotn rzut kostka.

Przestrzen zdarzen elementarnych

Definicja 1. Przestrzeniq zdarzern elementarnych nazywamy zbior wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowe-
go. Pojedynczy element tej przestrzeni nazywac bedziemy zdarzeniem elementarnym.

Dowolny podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych o skoficzonej liczbie elementéw bedziemy nazywac zdarzeniem.
W przypadku przestrzeni zdarzen elementarnych o nieskoriczonej liczbie elementéw, zdarzeniem nazywamy podzbioér
przestrzeni zdarzen elementarnych spetniajacy pewne dodatkowe zatozenia.

Uwaga Niektérzy autorzy okreSlaja zdarzenie jako dowolny podzbidr przesztrzeni zdarzen elementarnych (jest to sen-
sowne uproszczenie — dla celéw dydaktycznych).

Przestrzen zdarzen elementarnych- przyklady
Przestrzenia zdarzen elementarnych dla do§wiadczenia losowego :
e polegajacego na losowym wyborze mieszkania, oferowanego do sprzedazy, i podaniu jego ceny jest [0, 00);

e polegajacego na dwukrotnym rzucie moneta jest { OO, OR, RO, RR}; zapis OO oznacza: orzet wypadt w pierw-
szym i drugim rzucie itd.;

e polegajacego na dwukrotnym rzucie kostka jest {(1,1), (1,2),...,(6,5),(6,6)}.
Czym jest prawdopodobienstwo

Podejscie aksjomatyczne: kazdemu zdarzeniu A, bedacemu podzbiorem przestrzeni zdarzeri elementarnych S przypo-
rzadkowujemy liczbe P(A), spetniajaca warunki:

e 0K P(A) <1
e gdy A=(), P(A) =0;
e gdy A=S,P(A) =1,

e Jesli zdarzenia Ay, Az, As, . .. si¢ wzajemnie wykluczaja (tj. A; N A; = (0 dlai # j)isuma Ay UA, UAsU ...
jest zdarzeniem, to
P(A;UA3UA3U...) =P(A1)+ P(A2) + P(A3) +....



Prawdopodobienstwo— przyklad

Rzucamy dwukrotnie kostka. Jakie jest prawdopodobiefitwo, ze suma oczek bedzie mniejsza lub réwna 3.

W naszym przypadku S = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}; przyjmujemy, ze prawdopodobienistwo wszystkich zdarzeri
elementarnych jest rowne ﬁ = %. Zdarzenie A, odpowiadajace wyrzuceniu nie wiecej niz 3 oczek, ma postaé: A =
{(1,1),(1,2),(2,1)}. Stad P(A) =3 x 35 = 15.

Zatozenie o jednakowym prawdopodobienstwie zdarzen elementarnych
Uwaga. Z formalnego punktu widzenia mogliby$Smy przyja¢ w rozwazanym przykladzie np.

P((1,1)) = P((1,2)) = % P((1,3)) = P((1,4)) = ... = P((6,6)) = 0,

lecz otrzymany w ten sposéb model matematyczny nie bgdzie ,,sensownie” opisywat naszego do§wiadczenia losowego.

Niezaleznos¢ zdarzen
Niezalezno$¢ zdarzefh wiazemy z brakiem zaleznosci przyczynowo- skutkowej. Mozna uznaé za niezalezne:

e wyniki kolejnych rzutéw kostka;

e ustanowienie rekordu Swiata w skoku w dal na najblizszej olimpiadzie i utworzenie nowego wojewddztwa do korica
biezacego roku

Definicja 2. Mowimy, Ze zdarzenia A i B sq niezalezne, jeZeli
P(ANB)= P(A) x P(B).

Niezalezno$¢ dla wigcej niz dwéch zdarzen— patrz [KMO1], Definicja 2.7.

Niezaleznos¢ zdarzen— przyklady
W przyktadzie z rzutem dwoma kostkami: zdarzenie A— ,,wynik pierwszego rzutu jest réwny jeden” i zdarzenie B—
,»wynik drugiego rzutu jest réwny pig¢” sa niezalezne, gdyz

P(A) = P(B) = é oraz P(AN B) = P((1,5)) = %

Pojecie zmiennej losowej

Nieformalne okreslenie— wynik liczbowy do§wiadczenia losowego.

Przyktadami zmiennej losowej sa: suma oczek otrzymanych po dwukrotnym rzucie kostka; cena losowo wybranego
mieszkania (z listy mieszkan oferowanych do sprzedazy); temperatura cztowieka, zmierzona w losowo wybranej chwili.
Precyzyjne okreslenie zmiennej losowej — przypadek, gdy przestrzen zdarzen elementarnych jest skoniczona:

funkcja okre$lona na przestrzeni zdarzen elementarnych.

Zmienna losowa— przyklad

Rzucamy dwukrotnie kostka. Niech X — suma oczek; X— przyktad zmiennej losowej. X przyjmuje wartosci 2,3,...,11,12
z prawdopodobienstwami:
k 2 (3|14 |5]6 | 7|89 |10]11]12
— T p) 3 1 5 6 5T 4 [ 3 [ 2 T
P(X=k) | 5 | 5 36 56 | 56 | 38

36 | 36 | 36 | 36 6 | 36 | 36
Funkcja przyporzadkowujaca k € {2,3,...,11, 12} prawdopodobiefistwo P(X = k)— rozktad zmiennej X. Notacja:
X = k—zbidr zdarzen elementarnych w takich, ze X (w) = k. Analogicznie: X < k—zbidr zdarzeii elementarnych w
takich, ze X (w) < k.

Definicja 3. Zmienng losowq nazywamy dyskretnq (skokowaq), jesli zbior jej wartoSci x1, xa, . . ., mozna ustawic¢ w ciqg.

W pewnych podrecznikach mozna znalez¢ bardziej ogdlng definicjg dysktretnej zmiennej losowe;.
G. Cantor (1873): wszystkich liczb rzeczywistych nie da si¢ ustawi¢ w ciag.

Rozklad dyskretnej zmiennej losowej

Zbiér wartosci dyskretnej zmiennej losowej X— ciag x1, T2, . . . , (skoficzony lub nieskoriczony).
Rozktad zmiennej losowej dyskretnej X jest okreSlony przez nieujemne liczby p1, po, . . . spetniajace warunki:
> pi=1, )
pi = P(X = ;). (2)
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Rysunek 1: Wykres stupkowy przedstawiajacy rozklad zmiennej losowej X, sumy oczek otrzymanych w dwukrotnym
rzucie kostka

Rzuty osobiste— przykiad

Niech X- liczba trafiei w wykonywanym przez koszykarza A rzucie osobistym.Niech: T odpowiada trafieniu do kosza,
C odpowiada chybieniu.

Przestrzen zdarzeri elementarnych: S = {C, T'}.

Niech X- liczba trafionych rzutéw. Zmienna X jest funkcja okreslong na S;

X(C)=0, X(T)=1.

Zaktadamy, ze prawdopodobieristwo trafienia wynosi 0,9. Rozktad zmiennej losowej X mozna przedstawié przy pomocy
tabelki:

k 0 1
P(X=Fk) | 0,109

Liczba trafien Y w dwéch rzutach

Niech Y- liczba trafiei w dwéch wykonywanych przez koszykarza A rzutach osobistych. Przyjmujemy, ze prawdopodo-
biefistwo trafienia w jednym rzucie osobistym wynosi 0,9 i zdarzenie trafienia/chybienia w drugim rzucie jest niezalezne
od analogicznego zdarzenia w pierwszym rzucie.

Mozna pokazaé, ze:

P(Y =0) = (i)z — 0,01,

10
1
PY=1)=2x 0% %:0,187
9\2
PY =2) = (E) = 0,31.

Liczba trafien Y w dwéch rzutach— c.d.
Rozktad mozna przedstawi¢ w postaci tabelki lub wykresu stupkowego:

k 0 1 2
P(X =k) | 0,01 | 0,18 | 0,81
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Rozklad dwumianowy

Symbol Newtona (Z) = ﬁlk), jest réwny liczbie podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego (0 < k < n).

Definicja 4. Mowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy z parametramin € Ni0 < p < 1, co w skrétowo
zapisujemy X ~ Bin(n,p) (lub X ~ Bin(n;p)), jesli

P(X=k) = (:)pk(l —p)"k, k=0,1,2,...,n.

»,Dziesigciokrotny rzut moneta”’— przyklad
Niech V' oznacza liczbe ortéw otrzymanych w dziesigciokrotnym rzucie moneta (zaktadamy, ze moneta jest ,.,rzetelna”,
tj. prawdopodobieristwo otrzymania orta jest réwne % oraz ze wyniki kolejnych rzutéw sa od siebie niezalezne). Chcemy
obliczy¢ prawdopodobieristwo;

P(V >9).

Rozwiazanie V' ~ Bin(10;0,5),
P(V > 9)=P(V =9)+ P(V = 10) =
1 1
:< 90> (0,5)”(0,5)" + <18) (0,5)"(0,5)° =

10 N 11
1024 1024 1024°

Pojecie dystrybuanty rozkladu
W obliczeniach podobnych do tych z poprzedniego przyktadu uzyteczne moze si¢ okaza¢ pojecie dystrybuanty zmiennej
losowe;j.

Definicja 5. Niech X bedzie dowolnq zmienng losowq. Dystrybuantq zmiennej losowej X nazywamy funkcje F okreslong
Jjako:

Uwaga. W powyzszej definicji nie zakladamy, ze zmienna X jest dyskretna.

,,Dziesieciokrotny rzut moneta”—c.d.
V-liczba wyrzuconych ortléw w dziesigciokrotnym rzucie moneta;

P(V >9)=P(V =9)+ PV =10) = Fy/(10) — Fy/(8)

gdzie Fy jest dystrybuanta zmiennej losowej V.
Obliczenia wykonane w R-rze:

> pbinom(10,10,0.5)- pbinom(8,10,0.5)
[1] 0.01074219

pbinom- pierwsza litera odpowiada ,,dystrybuancie”, binom odpowiada rodzajowi rozktadu (ang. binomial- dwumiano-
wy). Korzystajac z polecenia pbinom mozna obliczaé wartosci dystrybuanty rozktadu Bin(n,p) dla duzych wartosci
n.

Lektura uzupeliajaca

Podrozdziat 2.1.2, str. 62-79, w:
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