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Pole trapezu krzywoliniowego
Przypomnienie: figurg ograniczona przez:

e wykres funkcji y = f(x), gdzie f jest funkcja ciagla i nieujemna;
e prostex =a,x =b,a < b,
e 05 OX (. prosta y = 0)

bedziemy nazywac trapezem krzywoliniowym (odpowiadajacym funkcji f oraz odcinkowi [a, b]).
Pole tej figury mozna przedstawi¢ w postaci catki:
b
/ f(x)dx.

Pole ,,nieograniczonego” trapezu krzywoliniowego-catka niewlasciwa
Problem: jeste$Smy zainteresowani polem figury ograniczonej: wykresem funkcji f(x) = e~ oraz prostymiy = 0,z = 0.
Pole tego obszaru mozna okresli¢ jako calke:

lim /OT f(x)dx.

T—o00

Korzystajac z faktu:
T
/ e Cdr=—eT4+el=1—¢T
0

mozna uzasadnié, ze granica ta jest rowna 1.

Calka niewlasciwa z funkcji nieujemnej
Catke niewtasciwa z funkcji nieujemnej f na pétprostej [a, o0) mozna okreslic jako granice:

lim / " it

T—o0
jesli ona istnieje.
Analogicznie mozna catke niewtasciwa z funkcji nieujemnej f na pétprostej (—oo, b].

Calke niewtasciwa z funkcji nieujemnej f na prostej (—oo, 0o) mozna okresli¢ jako granice limy_. oo fTT f(t)dt, jesli
ona istnieje.

Zmienne losowe typu ciaglego

Definicja 1. Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu ciqgtego, jesli istnieje nieujemna funkcja g taka, zZe dla kazdych
liczb a i b spetniajqcych warunek —oo < a < b < oo zachodzi rownos¢é

Pla< X <b) = /bg(x)dx.

Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]
Przyktadem zmiennej losowe;j typu ciagtego jest rozktad jednostajny na odcinku [0, 1] (oznaczenie: U (0, 1)). Jego funkcja
gestosci v dana jest wzorem

1, jeslio<z <1,

u(r) = .

0 jesliz <Olubz > 1.
Rozktad ten moze opisywaé np. czas oczekiwania na autobus A, odjezdzajacy do miejscowosci B co godzing, przez
pasazera C'; zaktadamy, ze C nie zna rozktadu jazdy dla tej linii i Ze przychodzi na przystanek w losowym momencie.



Rozklad jednostajny na odcinku [0, 1] — przyklad obliczen
Czas oczekiwania na autobus — zmienna losowa Y ~ U (0, 1). Prawdopodobiefistwo P(3 <Y < 1) jest réwne:

1 1 1/2 2 1 1 1
P(7<Y<7)=/ 1d=H - =
3 2 s T s T 27376

Prawdopodobienstwa odpowiadajace nier6wnos$ciom ostrym i stabym
Dla zmiennej losowej X o rozktadzie typu ciaglego mamy:

Pla<X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla< X <bh).
Réwnos¢ ta wynika z wlasnosci catki oznaczone;.
Rozklad normalny
Szczegblnie waznym w zastosowaniach jest rozktad normalny.

Definicja 2. Mowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad normalny z parametrami p i o, gdzie p € Ri o > 0, jezeli
gestosS¢ jej rozktadu jest okreslona wzorem:

1 _(@=w)?
e 202

bu,o(x) =

2ro

Skrétowy zapis: X ~ N(u, o). Dla yu =010 = 1 bedziemy pisac zamiast ¢g 1 (x) krétko ¢(z).

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Rysunek 1: Wykresy gestosci rozktadéw normalnych: N (0, 1) (linia ciagta), N (0, 2) (linia ,.kropkowana”), N (2, 1) (linia
,.kreskowana”).

Rozklad normalny— zastosowania

Wiele cech (zmiennych losowych) w zyciu gospodarczym i w §wiecie przyrody ma rozktad zblizony do normalnego.
Wynika to z tzw. centralnego twierdzenia granicznego, z ktérego wynika, ze $rednia %L(X 1+ Xo+ ...+ X,), gdzie
Xy, Xo,..., X, saniezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie, ma rozktad zblizony do normalnego
N (u,0) dla pewnych p i o (przy pewnych zatozeniach, ktére zazwyczaj sa spelnione). Doktadniejsze sformutowanie
tego twierdzenia wymaga okreslenia warto$ci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej, por. [KMO1, str. 141].

Rozkladzie normalnym N (0, 1) — obliczanie prawdopodobienstw zdarzen
Dla a < b prawdopodobieristwo P(a < X < b), gdzie X ~ N(0, 1) jest rtéwne:

b
Pla< X <b) = / ¢(z)dr = ®(b) — ®(a),

gdzie @ jest okreSlona przez:
t
B(t) = / 6(x)dz.

Funkcja ® jest dystrybuanta rozktadu normalnego N (0, 1). Funkcji ® nie da si¢ wyrazi¢ za pomocg skoriczonej liczby
dziatan na podstawowych funkcjach elementarnych — stad potrzeba sporzadzania tablic statystycznych zawierajacych
wartoSci funkcji @ (mozna je znaleZ¢ w prawie kazdym podreczniku statystyki).
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Rysunek 2: Wykresy gestosci ¢ rozktadu normalnego (z lewej strony) N (0, 1) i dystrybuanty rozktadu normalnego @ (z
prawej strony)

Wiasno$ci funkcji @
Mozna pokazaé, ze ®(0) = 0,5 oraz ®(t) = 1 — ®(—t) dla dowolnego ¢; stad mozna si¢ ograniczy¢ do tablicowania
funkcji @ dlat > 0.

Rozklad normalny — obliczanie prawdopodobienstw zdarzen
Mozna pokazaé, ze jesli X ~ N(u,0), to
X —u
—— ~ N(0,1).
—L N1

Stad dla a < b prawdopodobienistwo P(a < X < b), X ~ N(u, o), jest rtéwne:

P(a<X<b):P(a7u <X7'u<bfu> :¢>(u)—<b(ﬂ).

g o g g g

Przyklad rachunkowy
Niech X oznacza wzrost dorostych mezczyzn w paristwie A; zaktadamy, ze X ~ N(177,10). Chcemy obliczyé: (a)
P(174 < X < 182), (b) P(X > 182). Obliczenia dla (a):

P(174 < X < 182) = @(%0177) _ @(w)

= (I)(Oa5) - (I)(_O,?)) = (I)(Oa5) - (1 - (I)(073)) =
= 3(0,5) + 9(0,3) — 1 ~ 0,6915 + 0,6179 — 1 = 0,3094.

Obliczenia dla (b) mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposob, korzystajac z rownosci:

182 — 175

P(X>182):1—P(X<182):1—<I>< =

) =1-(0,5).

Inne rozklady ciagle
Dowolna funkcja g spetniajaca warunki:

e dziedzing funkcji g jest zbidr liczb rzeczywistych R,

e g(x) >0dlaz e R,

o [T glx)=1,

jest funkcja gestoscia pewnej zmiennej losowej; Poza rozktadem normalnym i rozktadem jednostajnym U (0, 1) do opisu
cech w zyciu gospodarczym i naukach przyrodniczych stosuje si¢ wiele innych rozktadéw prawdopodobienstwa.

Gestos¢ emiryczna — przyklad

Dane normtemp— zebrane w celu weryfikacji hipotezy méwiacej, ze Srednia wartos$¢ temperatury zdrowego cztowieka
jest réwna 98,6 stopni w skali Fahrenheita (37,0 stopni w skali Celsjusza). Zbiér danych zawiera pomiary temperatury i
tetna (temperatura wyrazona jest w stopniach Fahrenheita). Mozna go pobra¢ z odpowiedniego repozytorium a nastgpnie
zapisaé do zbioru o nazwie np. t (tzw. ,,data frame”). Zbiér t sklada si¢ z trzech zmiennych: temperature, gender i
hr. Aby uczyni¢ nasza prezentacj¢ bardziej czytelna, zmieniamy nazwy zmiennych na odpowiednio: temp, plec i tetno.
Odpowiednie polecenia systemu R sa zapisane w pliku ¢.R. Wydruk tego pliku zamieszczamy ponizej (na nastgpnym
slajdzie):



Pobieranie zbioru danych z repozytorium systemu R

library (utils)

install.packages ("UsingR",
repo="http://cran.r-project.org")
library (UsingR)

t<-normtemp

names (t)<-c("temp", "plec", "tetno")

Dane normtemp sg réwniez dostgpne na stronie
http://www.stat.ucla.edu/~rgould/ml2s01l/ttest.pdf

System (pakiet) R mozna pobraé pod adresem http://r.meteo.uni.wroc.pl/bin/windows/base/

Pobieranie zbioru danych z repozytorium systemu R

> names (t)

[1] "temp" M"plec" "tetno"

> t[1:10,]
temp plec tetno

1 96.3 1 70

2 96.7 1 71

3 96.9 1 74

4 97.0 1 80

5 97.1 1 73

6 97.1 1 75

7 97.1 1 82

8 97.2 1 64

9 97.3 1 69

10 97.4 1 70

> sort (temp)
[1] 96.3 96.4 96.7 96.7 96.8 96.9 97.0 97.1
(91 97.1 97.1 97.2 97.2 97.2 97.3 97.4 97.4

[129] 100.0 100.8

Szereg rozdzielczy

Dla zbioru danych liczbowych {y1, y2 . . ., yn } niech: M I N1 oznacza liczb¢ mniejsza od najmniejszej z liczb {y1,y2 . . . , Yn }»
M AX1 oznacza liczbe wigksza lub réwna od najwigkszej z liczb {y1,y2 . .., yn }-

MIN1iMAX1 moga by¢ odpowiednimi zaokragleniami wartosci, odpowiednio, minimalnej i maksymalnej rozwaza-
nego zbioru danych, MIN1 < MAX1.

Podzielmy odcinek (MIN1, M AX1] na k przedzialéw (zwanych klasami) o réwnej dlugosci:

(3607961], ($17332]7 ceey (171@—17 $k],

gdzie g = MIN1, x;, = M AX1. Funkcje przyporzadkowujaca poszczegdlnym przedziatom liczbg elementéw rozwa-
zanego zbioru danych do nich nalezacych bedziemy nazywac szeregiem rozdzielczym.
Liczbg klas k w szeregu rozdzielczym wyznaczamy na przyktad korzystajac z wzoréw:

3v/n

k~logon+1 lub k%T

Szereg rozdzielczy: dane NT
Przyjmujemy: MIN1 =96, MAX1 =101, k = 10 ~ 330,

Zakladajac, ze dane dotyczace temperatury zdrowych ludzi znajduja si¢ w zmiennej t $temp konstruujemy szereg roz-
dzielczy w §rodowisku R:

> table (cut (t$temp, breaks = c(96,96.5,97,97.5,98,
+ 98.5,99,99.5,100,100.5,101)))



(96,96.5] (96.5,97] (97,97.5] (97.5,98]

2 5 14 30

(98,98.5] (98.5,99] (99,99.5] (99.5,100]

30 35 11 2
(100,100.5] (100.5,101]
0 1

Szereg rozdzielczy — przedstawiony w formie tabeli

(96,96.5] | (96.5,97] | (97,97.5] | (97.5,98] | (98,98.5] | (98.5,99] | (99,99.5] | (99.5,100] | (100,100.5] | (100.5,101]
2 5 14 30 30 35 11 2 0 1

Histogram: dane NT
Wykres stupkowy odpowiadajacy szeregowi rozdzielczemu (podstawami prostokatéw — stupkéw sa kolejne klasy, ich
wysokosci sa réwne liczebno$ciom odpowiednich klas): histogram liczebnosci

Histogram of t$temp
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Rysunek 3: Histogram liczebnosci dla danych NT odpowiadajacy szeregowi rozdzielczemu z poprzedniego slajdu

Histogram probabilistyczny i gesto$¢ empiryczna - dane NT
5

Histogram probabilistyczny: histogram tak wyskalowany, aby "pole pod nim byto réwne 1": wyskosci stupkéw: BOQW, 30505 -

histogram probabilistyczny — przez niektérych definiowany jako funkcja przedzialami ciagla (stata), ktérej wykres "po-
krywa si¢" ze zdefiniowanym wyzej wykresem stupkowym; inna nazwa tak okreslonej funkcji: gesto$¢ empiryczna.

Histogram of t$temp

00 01 02 03 04 05

=l _

r T T T T 1
96 97 98 99 100 101

t$temp

Rysunek 4: Gegsto$¢ empiryczna dla danych NT

Gestos¢ empiryczna + krzywa normalna

Gestos¢ empiryczna —funkcja przedziatami ciagla

(X
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Rysunek 5: Gesto$¢ empiryczna dla danych NT z dolaczonym wykresem gestoSci normalnej z parametrami p = 98,25 i
o =0,733.

2 dla z € (96;96,5]

130x0,5°
5
130%0,5° dlaz € (96,5, 97}

mokos, dlaz € (100,5;101]

0, dlaz ¢ (96;101]

Frakcja obserwacji nalezacych do (96; 97];

97
1, 2 5 7
h(z)d :7( ):—~0,054.
/96 (@)= 530705t Boxos/) ~ 130

Konstrukcja histogramu probabilistycznego (gestosci empirycznej) — przypadek ogélny
W ogélnym przypadku wysokos$¢ k-tego stupka histogramu probabilistycznego (warto$¢ funkcji dla argumentéw naleza-
cych do k-tej klasy) jest réwna %, gdzie

e 1 jest liczebnoscia k-tej klasy,
e d jest dtugoscig klasy,
e 1 jest liczba obserwacji.
Funkcja h — ,,histogram probabilistyczny” (gesto$¢ empiryczna) — zdefiniowana wzorem:
Nk

h(z) = TE X nfalezy d.o k:—te? klaS)./,
0,  x nie nalezy do zadnej z klas.

Dziedzing funkcji & jest zbior liczb rzeczywistych R.

Warto$é oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej

Definicja 3. Dla zmiennej losowej dyskretnej X wartos¢ oczekiwana, jesli istnieje, jest liczbq okreSlong wzorem
EX =Y wipi,
i

w ktorym sumowanie obejmuje wszystkie wartosci zmiennej X.

Uwaga Warto$¢ oczekiwana nazywana jest literaturze takze wartos$cia Srednia.
Warto$¢ oczekiwana moze by¢ interpretowana jako "Srodek cigzkosci" uktadu punktow materialnych 1, xs, . . . 0 wagach
P1,P2,---



Wariancja zmiennej losowej
Definicja 4. Wariancje zmiennej losowej X okreslamy wzorem

VarX = BE(X — p)?,
gdzie p = EX.

Wariancja jest rowna wartosci oczekiwanej kwadratu odchylenia wartosci zmiennej losowej od swojej wartosci przecigt-
nej.
Dla ¢ > 0 mamy:

Var(aX +b) = a*Var(X).

Dla zmiennej dyskretnej X wariancja jest réwna
VarX = Z(gcZ — 1)*pi.
i
Odcylenie standardowe D X : pierwiastek z wariancji.

Wartosé oczekiwana i wariancja dla zmiennych losowych typu ciaglego
Warto$¢ oczekiwana i wariancj¢ zmiennej losowej X typu ciaglego zdefiniowana jest wzorami:

p=E00 = [ " zg(a)de, )
ver(x) = [ " (@ — w)glw)de. @)

Catke w (1) mozna okresli¢ jako réznice dwdch catek funkcji nieujemnych:
] 0
/ zg(z)dx —/ || g(z)da.
0 —00

Wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie U (0,
Niech X ~ U(0, 1). Funkcja gestossci g jest réwna 1 na [0,

)

1
1]; poza tym przedziatem jest rtéwna 0. Mamy:

2

E(X) :/Oo xg(x)dx:Alxdxz {%E:%

— 00

oraz

Var(X) = /OO (;v - %)2g(z)dx =

Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o rozkladzie normalnym

Mozna pokazaé, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym z parametrami p i 0 ma war-
to$¢ oczekiwang p i odchylenie standardowe o (w tym celu nalezy obliczy¢ odpowiednie calki niewlasciwe na prostej
(=00, 00)).

Naturalna ocena parametru p dla danych x1, g, ..., 2y:

1

Tr=— (;vl +xo+...+ xn) (,,Srednia z préby™);
n

naturalna ocena parametru o dla tych danych:

,,odchylenie standardowe z préby”.
Alternatywna ocena parametru o dla tych danych:

s*:\/ ! ((331—56)2—1—...4—(3:”—5:)2).

n—1
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