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Problem — obliczanie predkosci chwilowej
Droga s, jaka przemierzy kulka otowiana upuszczona z wysokiej wiezy po czasie t:

gdzie g = 9,81 %;.
Chcemy znaleZ¢ predkos¢ kulki w danym momencie, np. dla ¢ = 2.

Ruch kulki olowianej — wykresy
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Rysunek 1: Wykres funkcji s na przedziale [0, 3]

Ruch kulki olowianej — wykresy (c.d.)
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Rysunek 2: Wykres funkcji s na przedziale [1,9;2,1]



Ruch kulki olowianej — wykresy (c.d.)
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Rysunek 3: Wykres funkcji s na przedziale [1,99; 2,01]

Predkos¢ jako granica funkcji
Rozwazmy punkt materialny poruszajacy si¢ wzdtuz osi OX; potozenie punktu w chwili ¢ bedziemy oznaczali przez
S(t). Predkos¢ chwilowa tego punktu materialnego w chwili ¢y mozna zdefiniowaé jako:

S(t) — S(to)
t—to t—to

7

jesli ta granica istnieje.

Pojecie granicy funkcji w punkcie
Dla dowolnego ciagu (d,,) takiego, ze:
lim d, — 0, d,#0dlanecN, (1)

n—oo

ciag v(d,,) (predkosci Srednich na odcinku [t,t + d,,])

s(t+dy,) — s(t 0,5(gt* + 2gtd,, + gd? — gt? dy,
U(dn):( d) (t) _ 0,5(g gd g g):gHg?

jest zbiezny do granicy wlasciwej gt.
Innymi stowy, gt jest wspdlng granica wszystkich ciagéw v(d,, ) takich, ze (d,,) spetnia warunki (1).
W szczegdlnosei: dla ¢t = 2 predkos¢ chwilowa jest réwna 10 - 2 = 20 (jednostka: 7).

Iloraz réznicowy

Definicja 1. Niech xo € R oraz niech funkcja | bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O(xo,r), gdzie r > 0.
Tlorazem réznicowym funkcji f w punkcie xo odpowiadajqcym przyrostowi Az, gdzie 0 < |Ax| < r, zmiennej niezaleznej

nazywamy liczbe
Af _ flzo+ Az) — f(zo)
Az Ax

Pochodna funkcji

Definicja 2. Niech z¢ € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O(xq). Pochodng wiasciwg
funkcji f w punkcie xo nazywamy granice wtasciwq

f/(x()) — lim f(l‘) — f(l‘o)

T—T0 T — xg
Uwaga. Inaczej méwiac pochodna funkcji f jest granica ilorazu réznicowego ﬁ—i gdy Az — 0. Mamy zatem

f,(IO) _ AI;IEO f(xo + AAZZ)? - f(xo)




Oznaczenia
Do oznaczania pochodnej funkcji f w punkcie zg stosowane sg takze symbole

4

dz (Z‘o), Df(l‘o)

Obliczanie predkosci chwilowej — c.d.
Predkos¢ otowianej kulki upuszczonej z wysokiej wiezy w chwili ¢ jest réwna s'(¢).
2
Przypominamy: s(t) = %-.
Mamy:
t) — s(t
s'(tp) = lim 5(t) — s(to) = lim g(

t+1to) = gto.
t—to t—to t—to 0) gto

Obliczanie pochodnej — przyklady

Pochodna w punkcie z funkcji liniowej f okreslonej wzorem f(x) = ax + b jest réwna a:
f(xo) =a, x€R.

Pochodna w punkcie zq funkcji g okreslonej wzorem g(z) = az? + bx + ¢ jest réwna 2axq + b:

g (z0) = 2awg +b, x9€R.

Pochodna funkcji na przedziale

Definicja 3 (pochodnej funkcji na przedziale otwartym). Funkcja ma pochodnq na przedziale otwartym wtedy i tylko
wtedy, gdy ma pochodnq w kazdym punkcie tego zbioru. Funkcje okreslong na zbiorze, ktorej wartoSci w punktach x tego
zbioru sq rowne f'(x) nazywamy pochodng funkcji na zbiorze i oznaczamy przez f'.

Funkcja y = |2| — wykresy
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Rysunek 4: Wykres funkcji y = |z| na przedziale [—1; 1]

Funkcja y = |2| — wykresy (c.d.)
Funkcja y = || — wykresy (c.d.)
Roézniczkowalnos¢ funkceji y = |z

Funkcja y = |z| nie ma pochodnej w 2 = 0. Intuicyjne uzasadnienie — rysunki. Mozna tez podaé $cisty dowdéd tego
faktu. ,,Tempo wzrostu” tej funkcji jest rowne —1 na lewo od 0 i 1 na prawo od zera. Jak to sformalizowaé?



0.01

0.008

0.006

abs(x)

0.004

0.002

-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0
X

Rysunek 5: Wykres funkcji y = || na przedziale [—0,01; 0]

0.01

0.008

0.006

abs(x)

0.004

0.002

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
X

Rysunek 6: Wykres funkcji y = |z| na przedziale [0; 0,01]

Pochodne jednostronne

Jesli w definicji pochodnej zamienimy ,,granicy funkcji w punkcie” na ,,granicg lewostronng” funkcji w punkcie, otrzy-
mamy definicje pochodnej lewostronnej funkcji (w danym punkcie). Analogicznie mozemy zdefiniowa¢ pochodng pra-
wostronng w punkcie.

Oznaczenia Pochodna lewostronng funkcji f w punkcie z¢ bedziemy oznaczaé f’ (z), pochodna prawostronng funkcji
f w punkcie xq bedziemy oznaczaé f! (o).

Przyktad 1. Dia funkcji f(x) = |x| mamy: f’ (0) = —1i f1(0) = 1.

Pojecie przedzialu w analizie matematycznej
Przez przedziat bedziemy rozumie¢ podzbidr prostej bedacy

e odcinkiem — postaci [a, b], [a, b), (a, b] lub (a, b);
e pétprosta — postaci [a, 00), (a, 00), (00, b] lub (oo, b);
e prosta R.

Uwaga. Przedziatami otwartymi bedziemy nazywaé zbiory postaci (a, b), (—o0, a), (a, 00), (—00,0), a,b € R.



Pochodna na przedziale nie bedacym zbiorem otwartym
Pochodng funkcji f na przedziale 7 = [a, b] (oznaczmy ja przez f’) okreSlamy nastepujaco:

f'(=), x € (a,b),
f'(z) = { pochodna prawostronna w x, = = a,
pochodna lewostronna w x, = =b.

Analogicznie definiujemy pochodng na innych typach przedziatéw, nie bedacych zbiorami domknigtymi.
Pochodng lewostronna funkcji f w z( definiujemy korzystajac z pojgcia granicy lewostronnej w zy (zamiast pojecia
granicy funkcji w x(). Analogicznie definiujemy pochodng prawostronna funkcji.

Przyklad 2. Pochodna funkcji f(x) = |x| na Z = [0, 00) jest réwna funkcji tozsamosciowo réwnej 1.
Ciaglos¢ i rozniczkowalnosé
Definicja 4. Funkcje f bedziemy nazywac réiniczkowalng w punkcie xg € Dy, jezeli ma tym punkcie pochodnq.

Definicja 5. Funkcje f bedziemy nazywaé rozniczkowalnqg na przedziale otwartym 1L, jezeli jest ona rozniczkowalna w
kazdym punkcie tego przedziatu.

Z ciagtosci funkeji w punkcie xg nie musi wynikaé jej r6zniczkowalno$¢ w tym punkcie. Np. funkcja y = |z| jest ciagla
w punkcie xg, lecz nie jest w tym punkcie rézniczkowalna.
Funkcja f jest r6zniczkowalna w punkcie o wtedy i tylko wtedy, gdy

fL(wo) = f (o). 2
Jezeli pochodne: lewostronna i prawostronna sa réwne, to ich wspdlna wartos¢ jest pochodna funkcji f w punkcie xg.

Przyklad 3. Funkcja fy okreslona wzorem

2
fl(l'){x7 T <l1,

20 -1, =z2>21,
Jjest rozniczkowalna w xo = 1 (a takie na R).

Przyklad 4. Funkcja fo okreslona wzorem

Jest ciqgta w xo = 1, lecz nie jest w tym punkcie rozZniczkowalna.



