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Funkcja logistyczna

Rozwazmy funkcje logistyczna y = fo(t) = ﬁ :

Funkcja f moze by¢ wykorzystana np. do modelowania wzrostu masy ziaren ku-
kurydzy. Zmienna ¢ oznacza¢ moglaby czas wegetacji mierzony w tygodniach, a
zmienna y mas¢ 100 ziaren kukurydzy, wyrazong w gramach, por. A. Dabrowski
11n., 15 godzin z pakietem Statgraphics, Wyd. AR Wroctaw, 1993, rozdz. 11.

Funkcja logistyczna — c.d.

Rysunek 1: Wykres funkcji y = fo(t) = 5eosr

Chcemy: (a) obliczy¢ pochodna funkcji f w punkcie zy = 5, (b) znaleZ¢ punkt,
w ktérym tempo wzrostu funkcji f ,,przestaje rosnaé”.

Funkcja logistyczna
Funkcja logistyczna: ogdélna postac:



Zastosowania: modelowanie wzrostu populacji zwierzat, wzrostu masy roslin,
zmiany w popycie na niektére artykuly wprowadzane na rynek.

Dziedzina naturalng funkcji f jest R, ale w zastosowaniach przyjmujemy Dy =
[0, 00).

Predkos¢ wzrostu w chwili ¢,— wartos¢ przyblizona
Chcac znalez¢ warto$¢ przyblizong predkosci wzrostu funkcji fo w chwili tg = 5
mozna obliczy¢ iloraz
fo(5+ Az) — fo(5)

Az ’
gdzie Ax jest rowna np. 0,01 lub 0,001.
Mozna sprawdzi¢, ze wyrazenie (1) dla Ax = 0,01 jest réwne 4,122012 a dla
Ax = 0,001 jest réwne 4,125897.
Wyrazenie (1), tzw. iloraz réznicowy; jego granica przy Ax — 0 : pochodna
funkcji fo w 2 = 5.

)

Iloraz réznicowy

Definicja 1. Niech xq € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej
na otoczeniu O(xq,r), gdzie r > 0 oraz przyrost Az niech bedzie liczbq spet-
niajqcq nierownosé 0 < |Ax| < r. llorazem réznicowym funkcji f w punkcie x
odpowiadajqcym przyrostowi Ax nazywamy liczbe

Af  flzo+ Az) — f(x0)
Az Ax

Af = f(xg + Ax) — f(z): przyrost wartosci funkcji f odpowiadajacy przyro-
stowi Azx.

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego
Iloraz réznicowy jest rowna wspotczynnikowi kierunkowemu prostej przechodza-
cej przez punkty (zo, f(zo)) i (xo + Az, f(xo + Ax)) (tzw. siecznej).

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego— c.d.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Definicja 2 (stycznej do wykresu funkcji). Niech xg € R oraz niech funkcja cig-
gla [ bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu x,. Prosta jest styczna do wy-
kresu funkcji f w punkcie (o, f (o)), jezeli jest granicznym potozeniem siecznych
funkcji f przechodzacych przez punkty (xo, f(x0)), (z, f(x)), gdy x — xo.
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Rysunek 2: Sieczne do funkcji f dla xo = 51 wartosci Ax = 3,7, i 12.

Geometrycznie styczna jest prosta, ktéra w sasiedztwie punktu stycznosci ,,najle-
piej” przybliza wykres funkcji. Nie jest prawda, ze kazda prosta ktéra ma tylko
jeden punkt wspdlny z wykresem jest do niego styczna.

Interpretacja geometryczna pochodnej- c.d.
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Rysunek 3: Styczna jako graniczne potozenie siecznych

Roéwnanie stycznej: y = f(zo) + f'(x0)(z — o), gdzie xy = 5.
Pytanie: jak obliczaé f'(xy) gdy f jest bardziej ,,skomplikowana” niz funkcja s
dana wzorem s(t) = %? Czy korzystajac z definicji pochodne;j?

Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych



Wzor Zakres zmiennosci
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Pochodna f(x) = 2"
Dlan € N, z, 2y € R, x # x7 mamy:

n n

r — g

Gdy © — =z, kazdy ze sktadnikéw sumy z prawej strony réwnosci dazy do g™ .

_ xn—l 4 xn—

2 2
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Cata suma dazy zatem do nzfy*. Uzasadnia to réwnos¢ (") = nz" ' dlan € N.

Twierdzenia o pochodnych funkcji

Twierdzenie 1. (o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu oraz ilorazu funkcji).

Jezeli funkcje f i g majq pochodne wtasciwe w punkcie x, to

(f +9) (o)
(f = 9) (x0)
(ef) (o)

(f - 9) (o)

f: (o) + gi(ffo);

= [ (z0) — g (o),

= cf'(xo), gdzie c € R;
f(x0)g(xo) + f(x0)g (20);
f (z0)g(wo) — f(iCo)g/ (20)

= , oile g(xg) # 0.

9*(x0)

Pochodna funkcji zfozonej
Chcac obliczyé pochodna funkcji f(z) = 25"% nalezy skorzystaé z nastepujacego

twierdzenia.

2)
3)
4)
(&)

(6)

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f ma pochodng wtasciwg w punkcie x i funkcja g
ma pochodnq wtasciwq w punkcie f(xo),

to

(97 (0))) = o (F o)) o),
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Przyklad
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(™) = (e )(—2z) = —2¢ &

Pochodna funkcji zlozonej: przypadek gdy funkcja wewnetrzna jest linio-
wa
Z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej wynika, ze:

(flax+3)) = a(f'(az + B).
W szczegblnosci:

/
(e‘“) = ae™”.

Pochodna funkcji logistycznej
Pochodna funkcji logistycznej

a
0= pea
jest réwna
() = (a)(1+be™) —a(l+be)"  abce™
(1 + be—ct)? (1 + be—ct)2’

Dlaa =40,b=51c = 0,5 oraz xy = 5 otrzymujemy

40-5-0,5-e7059
(1+ 5e-055)2

f'(xo) = = 4,126329.

Pochodna funkcji na przedziale

Definicja 3 (pochodnej funkcji na przedziale otwartym). Funkcja ma pochodnqg
wlasciwq na przedziale wtedy i tylko wtedy, gdy ma pochodng wtasciwg w kazdym
punkcie tego zbioru. Funkcje okreslonqg na zbiorze, ktorej wartosci w punktach x
tego zbioru sq rowne f'(x) nazywamy pochodnq funkcji na zbiorze i oznaczamy
przez f.

Pojecie przedzialu w analizie matematycznej

Przez przedziat bedziemy rozumie¢ podzbior prostej bedacy
e odcinkiem — postaci [a, b], [a, ), (a, b] lub (a, b);
e pétprosta — postaci [a, 00), (a, 00), (00, b] lub (00, b);

e prosta R.



Pochodna na przedziale nie bedacym zbiorem otwartym
Pochodng funkcji f na przedziale Z = [a, b] (oznaczmy ja przez f’) okreSlamy
f'(), z € (a,b),
nastepujaco: f'(z) = { pochodna prawostronnaw r, z = a,
pochodna lewostronnaw =z, = = b.
Analogicznie definiujemy pochodna na innych typach przedziatléw, nie bedacych
zbiorami domknigtymi.
Pochodna lewostronng funkcji f w xo definiujemy korzystajac z pojecia granicy
lewostronnej w o (zamiast pojecia granicy funkcji w ). Analogicznie definiu-
jemy pochodng prawostronng funkcji.

Pochodna funkcji logistycznej — wykresy
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Rysunek 4: Pochodna funkcji y = fo(t) = 15eos

Punkt przegigcia funkcji logistycznej

Przedstawione wykresy: punkt, w ktérym ,tempo wzrostu funkcji f, przestaje
rosnac": w przyblizeniu 3,22.

Problemy:

e w jaki sposéb w spos6b bardziej precyzyjny zdefiniowac punkt, w ktérym
tempo wzrostu danej funkcji przestaje rosnac (tzw. punkt przegigcia);

e w jaki sposob znajdowac punkt przegigcia funkcji (przy uzyciu metod ana-
litycznych, a nie graficznych).

Odpowiedzi: nastepny wyktad.



