Wyktad 8: Catka nieoznaczona
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Motywacja
Problem 1. Kropla wody o srednicy 0,07 mm porusza sie z predkosciq
ot) = L1 -,
c
gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie, a stata ¢ = 52,6% zostata wyznaczona eksperymentalnie.

W chwili t = 0 predkos¢ jest rowna 0.
Chcemy znalez¢ droge s(t), jakq przebylo ciato po uptywie czasu t.

Predkosé malej kropli
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Rysunek 1: Predkos¢ kropli o Srednicy 0,07 mm w zaleznos$ci od czasu

Funkcja pierwotna
Problem sprowadza si¢ do znalezienia funkcji s(t) takiej, ze

s'(t) = v(t),t € (0,00). (1)
Definicja 1 (funkcji pierwotnej). Funkcja F jest funkcjq pierwotnq funkcji f na przedziale otwartym 1, jesli
F'(z) = f(z) dla kazdego x € 1.
Uwaga Jezeli funkcja f jest okreSlona na przedziale domknigtym [a, b], to F' nazywamy funkcja pierwotna funkcji f, jezeli

F'(z) = f(z)dlaz € (a,b), Fl(a)=f(a), F.(b)=f(b)

Funkcja pierwotna — przyklady
Przyklad 1. Funkcjami pierwotnymi f(x) = 2 na przedziale T = R sq na przyktad:
o Fi(z) = % + 2;

o Fy(z) =2 —3.

Twierdzenie 1. Niech F bedzie funkcjq pierwotng funkcji f na przedziale 1. Wtedy
(i) G(z) = F(x) + C, gdzie C € R, jest funkcja pierwotng funkcji f na 1,
(ii) kazdq funkcje pierwotnq funkcji f na I mozna przedstawié¢ w postaci F(x) + D, gdzie D € R.

Uwaga. Powyzsze twierdzenie méwi o postaci funkcji pierwotnych dla ustalonej funkcji. Funkcje pierwotne majg postaé F'(z) + C
Twierdzenie 2. JeZeli funkcja jest ciqgta na przedziale, to ma funkcje pierwotng na tym przedziale.

Uwaga. Funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja elementarna, np. pierwotna funkcji:

fla) =

nie jest funkcja elementarna.
Uwaga Pojecie funkcji elementarnej zostato okreslone podczas wyktadu 2-go (por. Definicja 15)



Calki nieoznaczone

Definicja 2 (catki nicoznaczonej). Niech F bedzie funkcjq pierwotnq funkcji f na przedziale 1. Catkq nieoznaczong funkcji f na
przedziale 1 oznaczamy zbior funkcji
{F(z)+C:C eR}.

Catke nieoznaczong funkcji f oznaczamy przez [ f(z)dz.

Calka oznaczona — notacja
Uwaga. W dalszej czgsci wyktadu bedziemy opuszczali nawiasy klamrowe w definicji catki nieoznaczonej, a wigc np. zamiast pisaé
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/xaz 2+C

bedziemy pisac:

Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

Wzér Zakres zmiennoSci
J0dz =C reR
fx"d:c:f:f—FC' ne€NU{0}orazz € R
fxpdx:irll—i—C p=-2,-3,...;x<0lubx >0
[ztde =22+ C a€R\Z
[idz=In|z|+C x € (—00,0) lub z € (0, 0)
fa“’dzzlinrC’ 0O<a#lorazzxeR
[e*de =e"+C reR
[sinzdr = —cosz+C | z €R
[ cosadx =sinz + C reR

gdzie C' — dowolna stata rzeczywista.

Twierdzenie o calkach nieoznaczonych

Twierdzenie 3 (najprostsze reguly catkowania). Jezeli funkcje f i g majq funkcje pierwotne, to
(i) [ (f(x) +g(z)) dz = [ f(z)dz + [ g(z)da,

(i) [ (f(z) — g(x))dz = [ f(z)dz — [ g(z)dz,

(iii) [ (cf(x))dx = c [ f(x)dz, gdziec e R

Przyklad 2. Korzystajac z Twierdzenia 3 chcemy obliczy¢ catke [ (x — 3e*) dx:

2
/(xf?)e””)dm:/:cdxf?)/e‘”dx:%73e””+C.

Twierdzenie 4 (o catkowaniu przez czesci)). Jezeli funkcje f i g majq ciqgte pochodne, to

Calkowanie przez czeSci

/ f(@)g (@)de = f(x)g(x) - / f(2)g(x)de.

Cwiczenie 1. Korzystajqc z twierdzenia o catkowaniu przez czesci obliczyé podane catke nieoznaczong:

/ x cos xdx.

Przyjmujemy f(x) = z, ¢'(x) = cosx. Wtedy f'(x) = 1 i (mozna przyjaé np.) g(x) = sinz.

/xcosxdz:zsin:c—/sinxdx:xsinx+cosx+0.



Calkowanie przez podstawienie- podstawienie liniowe

/f(t)dt = F(t) +C,

/fax—f—b F(ax—i—b) +C.

Twierdzenie 5. Jesli

to

Dowdéd wynika z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozone;j:
[F(ax + b)) = aF'(az + ) = af(ax + b).

Przyklady. Z twierdzenia 5 wynika:
(i) [ cosma dx = L sinmadz + C,
(i) [e 2" dx = —i e 2 4+ C.

Twierdzenie 6 (o catkowaniu przez podstawienie). Jesli wiadomo, Ze

to

[ stta)e @i = Glata)) + € @
Zaktadamy, Ze g(t) i W' (t) sq ciagte.

Dowdd tego twierdzenia wynika z twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji ztozone;j.
Z twierdzenia tego wnioskiem jest Twierdzenie 5, ktore odpowiada przypadkowi, gdy funkcja w jest liniowa:

w(x) =ax +b.

Przyktad
Chcemy obliczy¢ catke nieoznaczong

/ sin® x cos zdz.

Powyzsza calka jest postaci takiej, jak wyrazenie po lewej stronie réwnosci (2) — w przypadku, gdy g(t) = t3 i w(y) = siny.
Funkcja G(t) = Jt* jest funkcja pierwotna dla g(t), stad

1
/sin3 x cos xdx = 1 sin*x + C.

Droga przebyta przez krople — c.d.
Mozemy teraz tatwo znalez¢ funkcje s(t) z Problemu 1. Mamy s(0) = 0 oraz

/w(t)dt - / (1 — et = %(H %e‘Ct) +C.
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Funkcja s jest réwna funkcji pierwotnej z
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Droga przebyta przez mala krople
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Rysunek 2: Droga przebyta przez kroplg o $rednicy 0,07 mm w zaleznosci od czasu



