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Pole ,tréjkata parabolicznego”

Problem. Chcemy obliczyé pole s figury S ograniczonej prosta
y =0, prostg x = 1 i wykresem funkgji f(x) = x2.
Rozwigzanie przyblizone. Dzielimy odcinek [0,1] na n
odcinkéw o rownej dtugosci:
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Suma pol prostokatow, ktérych podstawy sg réwne tym
odcinkom a wysokosci kwadratom ich lewych kohcéw
-sensowne przyblizenie
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Rysunek: Obliczanie przyblizonej wartosci pola figury S



Pole ,trdjkata parabolicznego"- obliczenia

Oznaczmy pole figury odpowiadajacej podziatowi odcinka na n
czesci przez sp,. Mamy
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Pole figury jest réwne

. e (n=1)n2n-1)
A S = M AT e 3
(




Definicja catki oznaczonej dla funkcji ciagtej

Definicja

Zatézmy, Ze funkcja f jest ciggta na przedziale [a, b]. Catke
oznaczong z funkcji ciggtej f na przedziale |a, b] definiujemy
wzorem

b . b—ad b—a
Lf(x)dx:nmmmlnlgf(a%—(k—ﬂ _ )1 @)

Korzystajgc z wprowadzonej notacji, pole ,tréjkata
parabolicznego” mozna wyrazi¢ nastepujgco:

1
/ x2dx.
0



Definicja catki oznaczonej dla funkcji przedziatami
ciagtej

Uwaga 1. Wzorem (2) mozna zdefiniowac catke oznaczong dla
pewnych funkcji nieciggtych, np. dla funkcji przedziatami
ciaggtych. Funkcje f nazywamy przedziatami ciggta na
przedziale [a, b], jezeli istniejg liczby ¢y, ¢, . . ., Ck takie, ze:
(la<ec<...<ck<b,

(i) f jest ograniczona na [a, b] oraz ciggta na przedziatach
(a,c1),(c1,C2),... (Ck-1,Ck),(Ck, b),

(iii) f ma granice lewostronne w punktach a, ¢y, ..., ¢k oraz
prawostronne w ¢y, ..., Ck, b.



Catki Riemanna i Lebesgue’a

Potrzeby praktyki (i teorii):

konstrukcja catki pewnych funkcji, ktére nie sg przedziatami
ciagte (na odcinku [a, b].)

Konstrukcje takie podali:

B. Riemann (1826-1866);

H. Lebesgue (1875-1941)



Catka /2 f(x)dx gdy b < a

Jedli a < b, to bedziemy przyjmowali:

/b " f(x)dx = — /a ? Fx)dx.

oraz (gdy a= b)
a
/ f(x)dx = 0.
a



Catka oznaczona funkcji ujemnej-interpretacja
geometryczna

Jesll funkcja f jest ujemna na przedziale [a, b], a < b, to catka
fa x)dx jest rowna polu figury ograniczonej: prostymi y = 0,
Xx = ai x = b oraz wykresem funkcji f(x) pomnozonemu przez

(-1).



Zastosowanie do obliczania drogi przebytej w ruchu

zmiennym
Punkt materialny porusza sig¢ ruchem prostoliniowym z
predkoscia v(t) zalezng od czasu. Chcemy znalez¢ droge s
przebyta przez ten punkt w przedziale czasowym [a, b].
Zaktadamy, ze funkcja v jest ciggta.
Podzielmy przedziat [a, b] na n odcinkéw o rownej dtugosci:

[lo, 1), [t1,t2), .- [th2,th1), [tn—1, tn], QdZi€e fo = a,t, = b
droga przebyta przez punkt materialny w przedziale czasowym
[ti1,t] =[a+ (i — 1)2-2, a+ 28] lub
[ti1,t;) = [a+ (i — 1)2-2, a+ i2-2) jest réwna w przyblizeniu
V(t,'_1 )%
wartos¢ przyblizona drogi przebytej przez punkt materialny na
przedziale: [a, b] jest:

sn:b_aﬁ:v(a+(i—1)b;a>. (3)




Zastosowanie do obliczania drogi przebyte] w ruchu
zmiennym— c.d.

Przechodzac do granicy (n — oo):

b
s= lim sn:/ v(t)dt.
n—oo a

Jesli V(t) jest dowolna funkcja pierwotng funkcji v(t) na
przedziale | = [a, b], wtedy droga przebyta przez punkt
materialny w przedziale czasowym |[a, b] jest rowna
V(b) — V(a).



Twierdzenie Newtona-Leibniza

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale [a, b), to

/ * fx)dx — F(b) — F(a). (4)

gazie F oznacza dowolng funkcje pierwotng funkcji f na tym
przedziale.

Twierdzenie to ma intepretacje fizyczng: Droga przebyta przez
punkt materialny na przedziale czasowym |[a, b] jest rowna
V(b) — V(a), gdzie V jest dowolng funkcja pierwotng predkosci
v na [a, b]. Precyzyjny dowdd Tw. Newtona-Leibniza mozna
znalez¢ np. ksigzce W. Rudina ,Podstawy analizy
matematycznej”, paragraf 6.20.

Uwaga Niektorzy autorzy definiujg catke oznaczona
korzystajac z rownosci (4).

Uwaga. Zamiast F(b) — F(a) bedziemy pisali F(x)|5 lub
[F(x)]5



Przyktady

Przyktad 1. Obliczy¢ catke oznaczong

1
/ x2dx.
0

Mamy: na przedziale [0, 1]
3
/deX - % + Cv

stad:

1 3.1
/0 x%dx = [%}o =



Zastosowania catki oznaczonej— pole trapezu

krzywoliniowego
Figure ograniczong: wykresem funkcji f, gdzie f jest funkcja
ciagta na przedziale [a, b], prostymi x = a, x = b oraz prostg
y = 0 bedziemy nazwywac trapezem krzywoliniowym.

y=f(x)




Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola figur

Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkgciji
f(x) =sinx oraz proste: x =0, x =7 iy = 0, tj. chcemy
znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajgcego funkgcji
f(x) = sin x i odcinkowi [0, 7r].

Pole to jest rowne:

/ sinxdx = [-cosx]g = —cosm — (—cos0) =1+1=2.
0



Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola figur

Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkciji
f(x) = sin2x oraz proste: x =0, x = /21 y = 0, tj. chcemy
znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajacego funkciji
f(x) = sin2x i odcinkowi [0, 7/2].

Pole to jest réwne:

n/2 x/2 1 1
/ sin2xdx = [-cos2x], " = —5CosT — E(—cos 0)=1.
0



Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola
figur— c.d.

Chcemy obliczy¢ pole figury ograniczonej przez: wykres funkciji
f(x) = } oraz proste: x =1, x =biy =0, gdzie b > 1, .
chcemy znalez¢ pole trapezu krzywoliniowego
odpowiadajacego funkgiji f(x) = 1 i odcinkowi [1, b].

Pole to jest réwne:

b
/ %dx:[lnx]?:lnb—lm —Inb.
1



Zastosowania catki oznaczonej— obliczanie pola
figur— c.d.

Rysunek: Logarytm naturalny liczby b > 1 jako pole trapezu
krzywoliniowego odpowiadajacemu funkgji f(x) = } i odcinkowi [1, b].



Zastosowania catki oznaczonej— droga przebyta
przez punkt materialny

Punkt materialny porusza sie z predkoscia v(t) = cost.
Chcemy znalez¢ s(T), potozeniu punktu w czasie T = .
Zaktadamy, ze s(0) = 0.

Mamy

S(ﬂ'):/ cos tdt = [—sinf]y=0-0=0.
0



Zastosowania catki oznaczonej— droga przebyta
przez punkt materialny— c.d.

Zenek podczas zawodow biegnie z predkoscig
vz(t) = 86 %" [m/sek], t > 0.

Chcemy znalez¢ dystans przebyty przez Zenka do chwili
T =100.
Droga przebyta przez Zenka (chwili T = 100) jest réwna:

100 1
_ —0,01£100 _
/0 vz(f)dt = [8—5 e 0
8

_ [_Wefo,mr] ;00 — —800(e~ " —1)=800(1 — e ') ~ 505,6964.



