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Zaleznosci funkcyjne w naukach przyrodniczych

Rozwdj algebry i analiza matematycznejw 16 i 17 wieku:
opis zjawisk takich jak:

e ruch jednostajnie przy$pieszony;

Droga s, jaka przemierzy kulka ofowiana upuszczona z
wysokiej wiezy po czasie t:

_9#

$="5

gdzie g ~ 9,817;

e eliptyczne trajektorie, po ktoérych poruszajg sie planety;
e wychylenie wahadta w zaleznosci od czasu (przy matym
kacie wychylenia poczatkowego).



Rachunek r6zniczkowy i catkowy — narodziny fizyki
klasycznej (newtonowskiegj)

Jesli predko$¢ v punktu materialnego dana jest wzorem
v(t) = gt, tatwo jest obliczy¢:
» droge przebyta na przedziale czasowym [t1, ], ty, & > 0
(jest ona réwna polu trapezu: §(£5 — 2));
» przysSpieszenie: jest ono réwne g.
Problem: w jaki sposéb wykonywa¢ analogiczne obliczenia, gdy
funkcja v = v(t) ma bardziej skomplikowang postac¢? Np. gdy
v(t) = t2?
» Niezbedne jest skorzystanie z poje¢ i metod rachunku
rozniczkowego i catkowego.
» pojecie pochodnej, catki oznaczonej, twierdzenie
Newtona-Leibniza: rozwdj fizyki klasycznej w XVII i XVIII
wieku.



Pole trapezu krzywoliniowego |

Zatbzmy, ze funkcja f jest nieujemna i ciggta na przedziale

[a, b] (czyli jej wykres mozna ,narysowac bez odrywania reki”).
Figure ograniczong wykresem funkcji f oraz prostymi: x = a,
x = biy = 0 bedziemy nazywaé trapezem krzywoliniowym
odpowiadajgcym odcinkowi [a, b] i funkcji f.

Rysunek: Trapez krzywoliniowy



Pole trapezu krzywoliniowego Il

Pole (wyzej okreslonego) trapezu krzywoliniowego: catka na
przedziale [a, b] z f : notacja f:f(x) dx.

Interpretacja fizyczna: droga przebyta przez punkt materialny
poruszajacy sie z predkoscig v = f(t), f(t) > 0, na odcinku
czasowym |a, b].



Pojecie funkgciji

Kluczowym pojeciem w analizie matematycznej (i naszym
kursie) jest pojecie funkciji.

Definicja

Niech beda dane dwie zmienne x i y o obszarach zmiennosci
X iY. Zmienna f jest funkcja zmiennej x w jej obszarze
zmiennosci X jesli istnieje prawo przypisujgce kazdej wartosci
X doktadnie jedng wartos¢ y (z)).

Obszar zmiennosci X moze by¢ np. przedziatem lub
podzbiorem ptaszczyzny.



Funkcje jednej zmiennej

Definicja (funkcji jednej zmiennej)

Funkcja (jednej zmiennej) okreslong na zbiorze X C R o
wartosciach w zbiorze Y C R nazywamy przyporzadkowanie
kazdemu elementowi x € X doktadnie jednego elementu

y € Y. Funkcje takg oznaczamy f: X — Y. Wartosc¢ funkcji f w
punkcie x oznaczamy przez f(x).

Definicja (dziedziny i zbioru wartosci)

Niech f: X — Y. Wtedy zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f i
oznaczamy przez Dy, a zbior wartosci funkcji f oznaczamy
przez W;. Jezeli dany jest tylko wzor okreslajacy funkcje, to
zbior tych elementow z R, dla ktorych wzor ten ma sens,
nazywamy dziedzing naturalng funkcji.



Definicja (réwnosci funkciji)

Mdwimy, ze dwie funkcje sg sobie rowne, jesli:

(i) ich dziedziny sg sobie rowne;

(i) dla wszystkich elementdw (wspdlnej) dziedziny przybierajg
rowne wartosci.

Przykiady. (i) funkcje f(x) = 1 + x, g(x) = 7= nie sq sobie
rowne- poniewaz ich dziedziny naturalne Dy i Dy nie sg sobie
rowne (g jest zawezeniem funkcji f do zbioru M =R\ {1}) .
(ii) funkcje f(x) = x2 i g(x) = V/x* sg sobie réwne.




Zawezenie funkgciji

Dla funkcji f: X — Y mozna okresli¢ jej zawezenie, nazywane
tez obcieciem lub ograniczeniem, do zbioru M c X. Jest to
funkcja fly(x): X — Y taka, ze f|y(x) = f(x) dla kazdego
xeM.



Definicja (wykresu funkcji)

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbior par (x, f(x))
utworzony dla wszystkich elementéw x zbioru X.
Przyktad. Dla funkcji f : [-1,1] — R okre$lonej wzorem
f(x) = V1 — x2 wykresem jest ,gorna potéwka okregu” o
$rodku w poczatku uktadu wspétrzednych i o promieniu 1

sqrt(1l - x"2)
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Rysunek: Wykres funkgiji f(x) = v1 — x2



Funkcja liniowa

Dla danych a, b € R funkcjg liniowg f definiujemy wzorem:
f(x) = ax + b. (1)

Wspbtczynnik a nazywamy wspdtczynnikiem kierunkowym
prostej, a wspétczynnik b wyrazem wolnym.



Prosta MNK

Problem: do danych empirycznych chcemy dopasowac funkcije
liniowa f(x) = ax + b w sensowny ,sposob”.

Przyktad Dane przestawiajg pomiary cech: x i y (x moze
oznaczac¢ zmierzony czas, a y potozenie punktu materialnego
— jego wspotrzedng pozioma).

x|-1.0| 20 |50|60 80 |10.0
y| 1.0 | -1.0 8.0 4.0 11.0| 10.0

W og6Iinym przypadku: mamy n pomiaréw (x1, ¥1), ..., (Xn, ¥n)-



Rysunek: Prosta MNK jest dobrana tak, aby suma pél kwadratéw
przedstawionych na rysunku byta minimalna



Prosta MNK — c.d.

Innymi stowy: szukamy wspoétczynnikoéw a, b takich, aby suma S

k:1
byta minimalna. Zauwazmy, ze S jest funkcjg dwoch
zmiennych! Jesli nie wszystkie x; sg rowne tej samej liczbie,
wspétczynniki a i b spetniajgce ten warunek sa rowne:

2 S Xiyi = )
i (xi — %)’
oraz
1 n n
= E(Z}’i —-ay x),
=1 i=1
gdzie

1 I
X = BZ y:E;yi'

Dla danych z przyktadu: a = 1,05, b = 0,25.



