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Problem — obliczanie predkosci chwilowej
Droga s, jaka przemierzy kulka ofowiana upuszczona z
wysokiej wiezy po czasie t:

gt?

T2
gdzie g = 9,81 3.
Chcemy znalez¢ predkos¢ kulki w danym momencie, np. dla
t=2.
Predkos¢ kulki w chwili t mozemy zdefiniowac jako liczbe do
ktdrej zbiega iloraz

s(t+ At) — s(t)

At

gdy At zbiega do 0. Poniewaz

s(t+Af) —s(t) _ 05(gf” +2gtAt +g(At)? —of*) _ At

wiec intuicja podpowiada nam, ze predkosc¢ kulki w chwili ¢ jest
rowna gt.



Pojecie granicy funkcji w punkcie

Dla dowolnego ciggu (d,) takiego, ze:

lim d, —0, dh#0dlaneN, (1)
ciag v(dn) (predkosci Srednich na odcinku [t, t + dp])

_ 2 2 2 A2
v(dh) = s(ter(,j,,)7 s(t) _ 0,5(gt" + gtz’l:Jrgd,, gtv) :gt+g2”

jest zbiezny do granicy wtasciwej gt.
Innymi stowy, gt jest wspoIng granicg wszystkich ciggdéw v(dy)
takich, ze (dp) spetnia warunki (1).



Granica funkcji — definicja

Oznaczenia

S(xo,r) = (X0 —r,Xo)U(xo,Xo+7r), X€R, r>Q0.

S(xp): skrocony zapis dla ,S(xg, r) dla pewnego r > 0”.

Definicja 1

Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie funkcja okreslong

przynajmniej na sgsiedztwie S(xg, r) dla pewnego r > 0. Liczba

g jest granicg wiasciwg funkcji f w punkcie xq, co zapisujemy
Xlilr}(o f(x) =g,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciggu punktow (x,) z
sgsiedztwa S(xg, r) zbieZnego do xo mamy:

nli_)moo f(xn) = g.



Predkos$¢ jako granica funkcji

Rozwazmy punkt materialny poruszajacy sie wzdtuz osi OX;
potozenie punktu w chwili t bedziemy oznaczali przez S(t).
Predkos¢ chwilowg tego punktu materialnego w chwili fy mozna
zdefiniowac jako:

t—t t—1

)

jesli ta granica istnieje. Tak okreslona granica: ,pochodna drogi
po czasie”. Pojecie pochodnej i jej zastosowania: wyktady 6-ty i
nastepne.

Dzis: bardziej ,bezposrednie zastosowania”: pojecia funkciji
ciggtej w punkcie, nieciggtej w punkcie, asymptoty itd.



Granica funkcji w +oc

Przypomnijmy, ze

Definicja 2

Mowimy, Ze cigg (an) jest zbiezny do o, jeZeli dla kazdej liczby
r istnieje takie ny, Ze dla n > ng jestan > r.

Definicja 3

Przez limy_,, f(X) 0znaczamy wspdlng granice ciggow
f(x1), f(x2), ... takich, Ze lim,_., X, = oo (0 ile taka granica
istnigje).

Analogicznie definiujemy granice funkcji w —oo.

Przyktad 1

limy_a*=0dlaac(0,1).



Niewtasciwa granica funkcji w punkcie

Definicja 4
Funkcja f ma w punkcie xy granice niewtasciwg oo, co
oznaczamy przez

leo f(x) = oo,

jezeli oo jest wspding granice ciagow f(xq), f(x2), . .. takich, Ze
limy_—o Xn = Xo (0 ile taka granica istnieje).

Analogicznie definiujemy granice niewtasciwg —oo w punkcie
X0-

Przyktad 2

?:OO.



Twierdzenia o granicach wtasciwych funkcji

Twierdzenie 1 (o arytmetyce granic funkcji)
Jezeli funkcje f i g majg granice wiasciwe w punkcie xg, to

Am (f(x) +9(x))
¢m(ﬂn—gu»

leo(cf(x))
Jim () g(x))
lim fx)

XIEr)l(O f(x)+ )L”Jo a(x),

leo f(x) —leo a(x),

c lim f(x), ceR,
X—Xp

Jim £(x)- lim g(x).
limx—x, f(x)

X—Xo g(x)

limx—x, 9(x)’

oile lim g(x) # 0. (6)

(7)

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic

funkcji w oo i w —o0 .



Przyktad

Korzystajgc z twierdzen o arytmetyce granic funkcji mozna
obliczy¢:

lim g - 1

x—1 x5 — 1 N 5



Granica prawostronna, lewostronna
Uwaga Jesli w definicjach granicy w punkcie (wtasciwej,
niewtasciwej co lub niewtasciwej —oo) zamienimy ,S(xo, r)” na
sgsiedztwo prawostronne punktu xg

S (%) = (x0. %0 + 1)

dla pewnego r > 0, to otrzymamy definicje granicy
prawostronnej (odpowiednio: wtasciwej, niewtasciwej oo lub
niewtasciwej —oo) funkcji f w punkcie xo; granica lewostronna
funkciji f (wtasciwa, niewtasciwa oo lub niewtasciwa —oo) moze
byC€ okreslona w analogiczny sposob.

Notacja Prawostronng granice funkcji f w punkcie xp bedziemy
oznaczacC limy_, 5.0 f(x) lub lim,_, o+ f(x); analogicznie
lewostronng granice funkcji f w punkcie xo bedziemy oznaczaé
limy_ o o f(x) lub lim,_, .- f(x).

Przyktad 3

i 1
I|mx_)0_0 x — —©O0.



Asymptota pozioma

Definicja 5 (asymptoty poziomej funkcji)
Prosta y = b nazywamy asymptotg poziomg funkcji f w oo
wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim (f(x) — b) = 0.

X—00

Analogicznie definiujemy asymptote poziomg w —oc.
Przyktad. Prosta y = 0 jest asymptotg pozioma funkciji
wyktadniczej f(x) = (3)* w +oo bo:

lim [(%)X —0]=0.

X—00



Asymptota ukosna

Definicja 6
Mdwimy, Ze prosta y = ax + b jest asymptota ukosng funkcji f
w oo wtedy i tylko wtedy, gdy

a= lim ) oraz b = lim [f(x) — ax].

X—oo X X—00

Uwaga: asymptota pozioma jest szczegdlnym przypadkiem
asymptoty ukosnej.
Przyktad 4

Prosta y = x jest asymptotg ukosng funkcji f(x) = % W oo.



Asymptoty pionowe

Definicja 7
Prosta x = a jest asymptotg pionowg lewostronng funkcji f,
jezeli
lim f(x)=—ocoalbo Iim f(x)=oc.
x—a—0 x—a—0

Asymptoty pionowe prawostronne definiujemy analogicznie.

Przyktad 5

Prosta x = 0 jest asymptotg pionowg lewostronng i
prawostronng funkcji f(x) = } (czyli jest tzw. asymptotg
obustronng funkcji f).



Funkcje ciggte

Definicja 8 (funkciji ciagtej w punkcie)
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na otoczeniu (xo — r, Xo + r), gadzie r jest pewng
liczbg dodatnig. Funkcja f jest ciggta w punkcie xo wtedy i tylko
wtedy, gdy

leo f(x) = f(xp)- (8)
Obrazowo: funkcja jest ciggta w punkcie, gdy jej wykres nie
sprzerywa sie” w tym punkcie.



Funkcje lewostronnie i prawostronnie ciggte

Definicja 9 (funkcji lewostronnie ciggtej w punkcie)
Niech xy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej na przedziale (xo — r, Xo] dla pewnego r > 0.
Funkcja f jest lewostronnie ciggta w punkcie xy wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim f(x) = f(xp). (9)

X—xg—0

Analogicznie definiujemy funkcje prawostronng w punkcie Xg.



Definicja 10

Przedziatem nazywamy zbior postaci:

(a,b), (a, b], [a,b), [a, b], gdzie a < b,

lub (—o0, a), (—0, al, (a, ), [a,c0), (—o0, ), gdzie a € R.
Uwaga. Przedziatami otwartymi bedziemy nazywac zbiory
postaci (a, b), (—o0, a), (a, ), (—oo, ), a,b € R.



Funkcje ciggte na przedziale otwartym

Definicja 11
Funkcja jest ciggta na przedziale otwartym |, jezeli jest ciagta w
kazdym punkcie tego zbioru.

Funkcje ciagte na przedziale domknietym — co najmniej z
jednej strony Mowimy, ze funkcja f(x) jest ciagta na przedziale
[a, 00), jesli jest ciagta na przedziale otwartym (a, o) i
prawostronna granica funkcji f w punkcie a jest réwna f(a).
Funkcje ciagte na (oo, a], (b, 4] itd. definiujemy analogicznie.



Przyktady

> Funkcja f okreslona przez: f(x) = | dla x # 0, f(0) =0,
nie jest ciggta prawostronnie ani lewostronnie w xo = 0 (nie
jest tym bardziej ciggta w xg = 0).

» Funkcja g okreslona przez: g(x) = M dlax #0, g(0) =
jest ciggta prawostronnie w xg = 0.



Dziatania na funkcjach ciggtych

Twierdzenie 2
Jezeli funkcje f i g sg ciggte w punkcie xg, to:

v

funkcja f + g jest ciggta w punkcie xp;

v

funkcja f — g jest ciggta w punkcie xp;

v

funkcja f - g jest ciggta w punkcie xy;
funkcja . jest ciagla w punkcie xo, o ile g(xo) # 0.

v

Twierdzenie to jest rowniez prawdziwe dla funkcji lewostronnie
(lub prawostronnie) ciggtych.



Twierdzenie 3

Jezeli

1. funkcja f jest ciggta w punkcie X,

2. funkcja g jest ciggta w punkcie yy = f(Xp)

to funkcja g o f jest ciggta w punkcie xg;

przypominamy, ze (g o f)(xo) = 9(f(x0))-

Z twierdzen 2 i 3 wynika, ze wiele funkcji wystepujacych w
zastosowaniach praktycznych to funkcje ciagte (funkcje:
wielomianowa, sinus, cosinus, wyktadnicza i logarytmiczna sg
funkcjami ciggtymi).



Funkcje ciggte — c.d.

Twierdzenie 4
Funkcja f jest ciggta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

xﬂT—O f00) = xﬂglo i) =1(a).

tj. wtedy i tylko wtedy, gdy f jest zarowno prawostronnie ciggta
Jak i lewostronnie ciggfa w a.



Przyktad 6
Chcemy znaleZ¢ wartos¢ parametru a, dla ktorej funkcja f
okreslona wzorem

2% <0;
fx) = { , x<0
xX+a x>0

jest ciggta. Funkcje y = 2% i y = x + a sg ciggte (na swoich
adziedzinach naturalnych). Zadanie sprowadza sie do
wyznaczenia a takiego, ze

im f(x)= lim f(x) = £(0). (10)

x—0-0 x—0+0

Parametr a jest rozwigzaniem réwnania 2° = 0+ a, skad a = 1.



