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Funkcja logistyczna
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Rozwazamy funkcje logistyczng y = f(t) = 178005
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Rysunek: Wykres funkcji y = fo(t) = 1rgaros

Chcemy znalez¢ punkt, w ktérym tempo wzrostu funkcji f
Jprzestaje rosnaé”.



Funkcja logistyczna—c.d.

Analizujgc wykres pochodnej y = f}(t) dochodzimy do wniosku,
ze szukany punkt jest rowny w przyblizeniu 3,22.
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Rysunek: Pochodna funkcji y = fo(t) = 15w



Badanie przebiegu funkcji

Jest jasne, ze chcac znalez¢ szukany punkt nalezy zbadaé
przebieg zmienno$ci funkgii f].

Zaczniemy od przypomnienia definicji poje¢ zwigzanych z
badaniem przebiegu funkcji takich jak: minimum lokalne,
maksimum lokalne czy druga pochodna.



Pochodne wyzszych rzedow

Definicja 1
Mdwimy, Ze funkcja f jest:
» rozniczkowalna w punkcie Xy, jezeli ma ona w tym punkcie
pochodng;

» rdzniczkowalna na przedziale Z, jeZeli ma pochodng w
kazdym punkcie tego przedziatu.

Zatézmy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna na przedziale
otwartym 7.

W przypadku przedziatow, ktére nie sg przedziatami otwartymi:
nalezy skorzystac z pojecia pochodnej lewostronnej lub
prawostronne;.

Pochodna funkcji f' na Z (jezeli ona istnieje) bedziemy
oznaczaé przez f®, (lub ")) pochodng funkcji f?) na 7 (jezeli
ona istnieje) przez f® (lub ") ) itd.



Funkcje dwukrotnie rézniczkowalne

Definicja 2
Maowimy, Ze funkcja f jest:

» dwukrotnie rozniczkowalna w punkcie Xg, jezeli ma ona w
tym punkcie druga pochodnag;

» dwukrotnie roZniczkowalna na przedziale otwartym Z, jeZeli
ma druga pochodng w kazdym punkcie tego przedziatu (w
przypadku przedziatu, ktory nie jest przedziatem otwartym:
nalezy skorzystac z pojec: pochodna prawostronna lub
pochodna lewostronna, aby podac odpowiednig definicje)



Pochodne wyzszych rzedow— przyktady

Dla f(x) = x® (w tym przypadku obliczamy pochodne na
przedziale Z = R) mamy:

f'(x) = 3x2,

f'(x) = 6x,

f"(x) =6,
fM(x)=0dlan>3



Pochodne wyzszych rzedow— przyktady

Dla f(x) = v/x = x'/2 (w tym przypadku obliczamy pochodne
na przedziale Z = (0, co) mamy:

—2_ 1
2y/x’

_ 1 1
(1/2x = g

fi(x)==x

N = N =

f'(x) =
itd.

)



Monotoniczno$¢ funkcji na przedziale

Zatbzmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale Z (tzn.
istnieje pochodna funkgji f na przedziale 7). Funkcja f jest:

v

rosnaca, jesli f'(x) > 0dla x € 7;
niemalejaca, jesli f'(x) > 0dla x € 7;
malejaca, jesli f'(x) < 0dla x € Z;
nierosnaca, jesli f'(x) <0dlax € 7.
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Monotoniczno$¢ funkgji logistycznej

Pochodna funkgciji logistycznej

a

0= bea

a,b,c>0,
ma postac
abce

()= G+ beerp

Stad wynika, ze f jest monotoniczna na R.
Monotoniczno$¢ f mozna tez uzasadnié, opierajgc sie na
wtasnosciach funkcji wyktadniczej— wynika z nich, ze
mianownik f jest funkcjg malejaca zmiennej x.



Funkcja logistyczna— c.d.

Druga pochodna f ma postac:

abc?e~°!(be=° — 1)
(1 + be—¢t)3

f//(t) —

Mamy

A wiec druga pochodna znika dla f =
Dla funkgcji fy mamy:

f"(t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (be™° — 1) = 0.
Inb
C

Inb_ In5

c 05

~ 3,218876.

Intuicje geometryczne: znalezliSmy szukany punkt.
Problem: jak uzasadni¢ to bardziej formalnie?



Ekstremum lokalne

Definicja 3
Méowimy, zZe funkcja f(x) osiaga w punkcie Xy
» minimum lokalne, jeZeli wartosc¢ funkcji f w punkcie xq jest
mniejsza od wartosci funkcji f w pewnym sagsiedztwie tego
punktu, t.
f(x) > f(xo) dlax e S(xo,r)
dla pewnego r > 0.

» maksimum lokalne, jeZeli wartos¢ funkcji f w punkcie xg
jest wieksza od wartosci funkcji f w pewnym sgsiedztwie
tego punktu, tj.

f(x) < f(xo) dlax e S(xp,r)
dla pewnego r > 0.

ekstremum lokalne: minimum lokalne lub maksimum lokalne.



Ekstremum lokalne— warunek wystarczajgcy

Twierdzenie 1
Jesli pochodna funkcji f w punkcie xg jest rowna zeru i dla
pewnego r >0

» spetnione sg nierdwnosci

f(x)<0dlaxe(xo—r,X),
f'(x) > 0 dlax e (xg, X+ r),

to funkcja w xo osigga minimum lokalne.
» spetnione sg nierownosci

f'(x)>0dlaxe(xo—r,xo),
f'(x) < 0 dlax € (xo, X0 + r),

to funkcja w xy osigga maksimum lokalne.



Ekstremum lokalne— przyktad

Chcac uzasadnic, ze dla a, b i ¢ dodatnich pochodna funkciji
f(t) = =& postaci

abce—¢

f’(t) = m,

ma maksimum w punkcie fp = %, nalezy skorzystac z
Twierdzenia 1 i nastgpujacych faktow:

f'(t) > 0dlat < t;
f’(t) < 0dlat> ty;
f'(t) = 0 dla t = .



Ekstremum lokalne— przyktad

Rozwazmy funkcje

_ 15 30
a(x) = 3X ~ X + 6x.

Oczywiscie g jest ré6zniczkowalna na R. Chcgc zbadag istnienie
ekstremow funkcji g znajdujemy miejsca zerowe g'(x) :

g(x)=x2-5x+6=0<x=2Ilubx=3.
Mamy:

g (x)>0dlax<2lubx > 3;
gd(x)<0dlax>2ix<3.

329

Stad funkcja g ma w punkcie x = 2 maksimum lokalne, i w
punkcie x = 3 minimum lokalne.



Przyktad—c.d.
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Rysunek: Wykres y = 1x3 — 3x2 4+ 6x

4.0




Pojecie funkcji wypuktej

Tempo wzrostu funkgji f(t) = % roénie na [0, ty), gdzie
fh = 'gg ~ 3,22.

Odpowiada to Scistej wypuktosci funkcji fy na przedziale [0, ).
Definicja 4

Mdowimy, ze funkcja f jest Scisle wypukia na przedziale Z, jezeli
dla x1,x2 € I, xy < Xo, odcinek tgczacy punkty (x1,f(xq)) i

(X2, f(Xx2)) lezy w catosci (z wyjatkiem koncow) ponad
wykresem funkcji f.



0 X1 z X2 X

Rysunek: Funkcja f jest wypukta na przedziale otwartym 7 jezeli dla
dowolnych x1, X2 € 7 dla kazdego z € (x1, X2) punkt (z, f(2)) lezy
ponizej odcinka taczacego (x1, f(x1)) i (X2, f(X2)).



Wypuktos¢ funkeji dwukrotnie rézniczkowalnych

Funkcja f jest dwukrotnie r6zniczkowalna na przedziale
otwartym Z jezeli dla kazdego xp € 7 istnieje druga pochodna
funkcji f w xp.

Twierdzenie 2

Funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna na Z jest scisle wypukta
na 7 wtedy i tylko wtedy, gdy f”(xo) > 0 dla kazdego x; € Z.
Dla funkcji logistycznej f(t) = a,b,c > 0, druga
pochodna

1+be 1+be=ct>

(1) abc’e C(be=c — 1)
(1 + be )3

jest dodatniadlat < fy = Tb gdy b=5,c = 0,5 (odpowiadajg
funkcji fp) o =~ 3,22.




Pojecie funkgcji Scisle wkleste;

Tempo wzrostu funkcji fo(t) = % rosnie na (ty, oo), gdzie
fh = 'gg ~ 3,22.

Odpowiada to Scistej wklestosci funkcji fy na przedziale (fy, o).
Definicja 5

Mdwimy, ze funkcja f jest scisle wklesta na przedziale T, jezeli
dla xq,x2 € I, xy < Xo, odcinek tgczacy punkty (x1,f(xq)) i

(X2, f(Xx2)) lezy w catosci (z wyjatkiem koncow) pod wykresem
funkcji f.



f(z;

f(xa) | ---

f(x2)

Rysunek: Funkcja f jest Scisle wklesta na przedziale otwartym 7 jezeli
dla dowolnych xq, x» € Z dla kazdego z € (X1, X2) punkt (z, f(2)) lezy
powyzej odcinka taczacego (xi, f(x1)) i (Xz, f(X2)).



Scista wklesto$é funkciji dwukrotnie rézniczkowalnych

Twierdzenie 3

Funkcja f dwukrotnie rézniczkowalna na T jest scisle wypukta

naZ wtedy i tylko wtedy, gdy f"'(xp) < 0 dla kazdego x, € T.

Dla funkcji logistycznej f(t) = ;-&-a. a, b, ¢ > 0, druga

pochodna

#1(t) abc?e~°l(be=° — 1)
(1 + be—¢t)3

jest uiemnadla t > t, = "2; gdy b = 5, ¢ = 0,5 (odpowiadaja
funkciji fy) to ~ 3,22.




Punkt przegiecia

Definicja 6
Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna na otoczeniu punktu
O(xo,r) = (Xo — r, X0 + r) dla pewnego r > 0. Moéwimy, Zze punkt
(xo0, f(Xo) jest punktem przegiecia wykresu f jesli funkcja f jest:
» Scisle wypukta na (xo — r, Xo) I Scisle wklesta na (xo, Xo + r)
» lub Scisle wklgsta na (xo — r, Xo) i Scisle wypukia na
(X0, Xo + 1)-

Dla funkgiji logistycznej f(t) = 1+be —=2 ., a,b,c > 0, punkt

(to, f(fo)) jest punktem przegiecia wykresu f, = 22 (zaktadajac,
ze Iy nalezy do dziedziny f w pewnych zastosowanlach
przyjmujemy, ze Dy = [0, c0)).



Uzupetnienia

Uwaga 1

Definicje wypuktosci funkcji otrzymujemy zastepujac w definicji
Scistej wypuktosci stowa ,ponad wykresem” przez stowa ,ponad
wykresem lub ma punkty z nim wspélne”. Podobnie
otrzymujemy definicje wklestosci funkcji modyfikujac definicje
Scistej wklestosci (por. [Wrz08, str. 147]).

Uwaga 2

Zatézmy, ze xg € (a, b). Warunkiem koniecznym na to, aby
funkcja f, dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale (a, b), miata
w punkcie (xo, f(Xo)) punkt przegiecia jest f’(xg) = 0.



