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Pojecie zmiennej losowej

Nieformalne okreslenie— wynik liczbowy doswiadczenia
losowego.

Przyktadami zmiennej losowej sa:

suma oczek otrzymanych po dwukrotnym rzucie kostka;
cena losowo wybranego mieszkania (z listy mieszkan
oferowanych do sprzedazy);

temperatura cztowieka, zmierzona w losowo wybranej chwili.

Definicja 1
Funkcje okreslong na przestrzeni zdarzen elementarnych
bedziemy nazywac zmienng losowa.

Uwaga 1

Gdy przestrzen zdarzen elementarnych nie jest przeliczalna (jej
elementow nie mozna ustawi¢ w cigg), powyzsza definicja jest
uproszczong wersjg definicji zmiennej losowej przyjetej w
monografiach poswieconych teorii prawdopodobieristwa.
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Zmienna losowa— przyktad

Rzucamy dwukrotnie kostka.

Niech X — suma oczek;

X— przyktad zmiennej losowe;.

X przyjmuje wartosci 2,3, ...,11,12 z prawdopodobienstwami:

k 2 (3|4 7181|910

P(X k) 1 2 3 6 56 3% 3

Funkcja przyporzqdkowu1aca ke {2 3 , 11,12}

prawdopodobienstwo P(X = k)— rozk{ad zmiennej X.

Notacja: X = k—zbiér zdarzen elementarnych w takich, ze

X(w) = k.

Analogicznie: X < k—zbior zdarzenh elementarnych w takich,

ze X(w) < k.
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Rysunek: Wykres stupkowy przedstawiajgcy rozktad zmiennej
losowej X, sumy oczek otrzymanych w dwukrotnym rzucie kostkg
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Definicja 2

Zmienng losowa nazywamy dyskretng (skokowa), jesli zbicr jej
wartosci xq, Xo, . . ., mozna ustawi¢ w cigg.

W pewnych podrecznikach mozna znalez¢ bardziej ogélng
definicje dyskiretnej zmiennej losowe;j.

G. Cantor (1873): wszystkich liczb rzeczywistych nie da sie
ustawi¢ w ciag.
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Rozktad dyskretnej zmiennej losowej
Zbiér wartosci dyskretnej zmiennej losowej X— ciag x1, X2, . . .,
(skonczony lub nieskonczony).
Definicja 3
Rozktad (,roztoZzenie masy prawdopodobienstwa”) zmiennej losowej

dyskretnej X jest okreslony przez uktad nieujemnych liczb p, po, . . .
spefniajgcych warunki:

Spi=1, (1)

pi = P(X = x). @)

Uwaga 2

Zbiér par uporzadkowanych (x1,p1), (X2, p2) ... bedziemy nazywac
funkcja prawdopodobienstwa. Jezeli liczba zdarzen elementarnych jest
skoniczona, funkcje te mozna przedstawic przy pomocy tabelki.

Uwaga 3

Rozkiad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X jest definiowany w
literaturze jako funkcja okreslona na pewnej rodzinie podzbioréw
prostej R (,rodzinie borelowskich podzbioréw R”) o wartosciach w
odcinku [0, 1]; rodzina ta zawiera wszystkie odcinki, péfproste i
proste,sumy odcinkéw (takze nieskoriczone — przeliczalne).
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Dyskretne zmienne losowe— przyktady
Przyktady:

>

>

>

Rozktad X, sumy oczek w dwukrotnym rzucie kostka;
Rozktad dwumianowy (por. Wykfad 14, sem. 1);

Rozktad zmiennej losowej dyskretnej W o rozktadzie dane;j
tabelka:

X; | —1 2 5
pi|05(03]|0,2
Rozktad Z, gdzie Z oznacza liczbe rzutéw monetg, po
ktorej po raz pierwszy wypada orzet (zdarzeniu
polegajacemu na tym, ze orzet wypadnie juz w pierwszym
rzucie, odpowiada warto$¢ zmiennej Z réwna 0).

Z niezalezno$ci zdarzen:

P(Z = k) = (%)k“, k=01.2,....

Zmienna losowa Z przyktad dyskretnej zmiennej losowej, dla
ktdrej zbior wartosci: {0,1,2, ...} nie jest skonczony.
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Rzuty osobiste— przyktad

Niech X- liczba trafien w wykonywanym przez koszykarza A
rzucie osobistym.Niech: T odpowiada trafieniu do kosza, C
odpowiada chybieniu.

Przestrzen zdarzen elementarnych: S = {C, T}.

Niech X- liczba trafionych rzutow. Zmienna X jest funkcjg
okreslong na S;

X(C)=0, X(T)=1.

Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo trafienia wynosi 0,9.
Rozktad zmiennej losowej X mozna przedstawi¢ przy pomocy
tabelki:

k 0 [ 1
P(X=k)| 01|09
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Liczba trafien Y w dwéch rzutach

Niech Y- liczba trafien w dwoch wykonywanych przez
koszykarza A rzutach osobistych.

Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo trafienia w jednym
rzucie osobistym wynosi 0,9 i zdarzenie trafienia/chybienia w
drugim rzucie jest niezalezne od analogicznego zdarzenia w
pierwszym rzucie.

Mozna pokazag, ze:

P(Y =0) = (—)2 — 0,01,

—_
o

P(Y:1):2><—O><3:0,18,

P(Y =2) = (7)2 = 0,81.
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Liczba trafien Y w dwéch rzutach— c.d.

Rozktad mozna przedstawi¢ w postaci tabelki lub wykresu
stupkowego:

K o] 1 | 2
P(X =k) | 0,01 | 0,18 | 0,81

00 02 04 06 08
|
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Rozktad dwumianowy

Symbol Newtona () = WLK), jest réwny liczbie podzbioréw

k-elementowych zbioru n-elementowego (0 < k < n).
Definicja 4
Maowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy z

parametramin € Ni0 < p < 1, co w skrotowo zapisujemy
X ~ Bin(n,p) (lub X ~ Bin(n; p)), jesli

P(X = k) = (:)pkﬁ )"k k=0,1,2,....n.
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,Dziesieciokrotny rzut monetg™— przyktad

Niech V oznacza liczbe ortdéw otrzymanych w
dziesieciokrotnym rzucie monetg (zaktadamy, ze moneta jest
srzetelna”, tj. prawdopodobienstwo otrzymania orta jest rowne %
oraz ze wyniki kolejnych rzutéw sg od siebie niezalezne).
Chcemy obliczyé prawdopodobienstwo;

P(V > 9).
Rozwigzanie V ~ Bin(10;0.,5),
P(V>=9)=P(V=9)+P(V=10) =
(190> (0,5)°(0,5)" + (18) (0,5)'°(0,5)° =

10 11
~1024 " 1024 ~ 1024°

12/74



Pojecie dystrybuanty rozktadu

W obliczeniach podobnych do tych z poprzedniego przyktadu
uzyteczne moze sie okazac pojecie dystrybuanty zmiennej
losowe;.

Definicja 5
Niech X bedzie dowolng zmienng losowg. Dystrybuantg
zmiennej losowej X nazywamy funkcje F okreslong jako:

Uwaga 4

Zmienne losowe X i Y majg taki sam rozktad, jesli majg te same
dystrybuanty tzn. Fx(t) = Fy(t) dla kazdego t € R.

13/74



,Dziesieciokrotny rzut monetg”—c.d.

V-liczba wyrzuconych ortow w dziesieciokrotnym rzucie
moneta;

P(V>=9)=P(V=9)+P(V=10) = Fy(10) — Fy(8)

gdzie Fy jest dystrybuantg zmiennej losowej V.
Obliczenia wykonane w R-rze:

> pbinom(10,10,0.5) - pbinom(8,10,0.5)
[1] 0.01074219

pbinom- pierwsza litera odpowiada ,dystrybuancie”, binom
odpowiada rodzajowi rozktadu (ang. binomial- dwumianowy).
Korzystajgc z polecenia pbinom mozna oblicza¢ wartosci
dystrybuanty rozktadu Bin(n, p) dla duzych warto$ci n.
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Pojecie dystrybuanty zmiennej losowej

Twierdzenie 1
Dystrybuanta Fx zmiennej losowej X ma nastepujgce
wtasnosci:

1. Fx jest niemalejgca;
2. Ilmpoo Fx(t) =1; |ith,oo Fx(t) =0;
3. Fx jest prawostronnie ciggfa.

Twierdzenie 2

Jezeli funkcja F : R — R spetnia warunki 1-3, to jest
dystrybuanta pewnej zmiennej losowey.
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Przyktad

Dystrybuanta Fy, zmiennej losowej dyskretnej W o rozktadzie
danej tabelka:

X | —1 2 5
pi 10510302

ma postaé
0 dat< -1,
05 dlate[-1;2);
Fw(t) = 1:2)
0,8 dlate[2;5);
1 dlat>5.
Uwaga 5

Jesli znana jest dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej X,
mozna wyznaczyc jej funkcje prawdopodobienstwa.
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Funkcja kwantylowa
Dla zmiennej losowej X okreslamy wzorem
Qx(u) =min{t e R: Fx(t) > u}, ue(0,1),

gdzie Fx oznacza dystrybuante zmiennej losowej X.

Wartos¢ funkcji kwantylowej zmiennej losowej X dla argumentu
u € (0,1) : kwantyl rzedu u rozktadu zmiennej losowej X.

Przyktad 1
Dla zmiennej losowej W funkcja kwantylowa Qy, ma posta¢

—1 dlau e (0;0,5];
Qw(u)=<¢2 dlaue(0508];
5 daue(08;1).
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Zmienna o rozktadzie Poissona

Definicja 6

Maowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona z
parametrem \ > 0, jesli przyjmuje ona wartosci w zbiorze
{0,1,2,...,} oraz

k
P(X:k):e_’\%, k=0,1,2,....

Rozktad Poissona moze by¢ zastosowany z powodzeniem do
opisu takich cech jak liczba nasion chwastéw ws$réd nasion
trawy, liczba klientéw zgtaszajgcych sie dziennie do banku,
liczba wypadkow drogowych na placu Grunwaldzkim w danym
dniu itd.
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Zmienna o rozktadzie geometrycznym

Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad geometryczny z
parametrem p, 0 < p < 1, jezeli przyjmuje ona warto$ci w
zbiorze {1,2,...,} oraz

P(X = k) =p(1—p)".

Przyktady

» Rozwazmy zmienng losowg Z, liczba reszek
poprzedzajgcych pierwsze wypadnigcie orta. Zmienna
Z + 1 ma rozktad geometryczny z parametrem p = %

» Rzucamy kostkg sze$cienng tak dtugo, dopdki nie
wypadnie szostka. Liczba rzutow ma rozkfad
geometryczny z parametrem p = 1.
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Pole trapezu krzywoliniowego

Przypomnienie: figure ograniczong przez:

» wykres funkcji y = f(x), gdzie f jest funkcja ciagta;

» proste x=a,x=b,a< b,

» 0$ OX (ij. prosta y = 0)
bedziemy nazywaé trapezem krzywoliniowym (odpowiadajgcym
funkcji f oraz odcinkowi [a, b]).
Definicja 7 (wstepne okreslenie catki oznaczonej)
Niech y = f(x) bedzie funkcja ciagta i nieujemng na odcinku
[a, b]. Pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajgcego funkcji f
i odcinkowi [a, b] bedziemy nazywac catkg oznaczong funkcji f
na przedziale [a, b] i oznaczac¢ symbolem

/: f(x)dx.
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Pole trapezu krzywoliniowego — przyktad

Pole trapezu krzywoliniowego odpowiadajgcego funkgciji
f(x) = v1 — x2 i odcinkowi [1, 1] jest réwne 7 (potowie pola
kota o promieniu 1). Przy uzyciu notacji rachunku catkowego

1 ™
/_1 f(x)dx = >
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Funkcje przedziatami ciggte |
Rozwazmy odcinek [a, b]. Mozemy go przedstawic jako sume n
podprzedziatow wybierajac n — 1 punktow xq, Xo, ..., Xp_1
spetniajacych nieréwnosci:
a<xg<Xo<...<Xp1<bhb. (3)

Bedziemy przyjmowac oznaczenia: xo = a, x, = b.

Uktad punktow spetniajacych warunek (3) bedziemy nazywac
podziatem P odcinka [a, b]. Bedziemy uzywa¢ symbolu

P={X0,X1 < Xo < ...<Xp_1,Xn}

na oznaczenie tego podziatu. Odcinek (xx_1 < Xx) bedziemy
nazywac k-tym otwartym podziatem odcinka P.
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Funkcje przedziatami ciggte Il
Definicja 8

Powiemy,ze funkcja s jest przedziatami stata na przedziale
[a, b, jezeli istnieje podziat P = {xg, X1 < X2 < ... < Xpn_1,Xn
odcinka [a, b taki, Ze s jest stata na kazdym otwartym odcinku
podziatu P, tj. dla kazdego k = 1,2, ..., n istnieje liczba sy
laka, ze

S(X) =5 dla xe (Xk_1,Xk)

23/74



Funkcje przedziatami ciggte IlI

Definicja 9

Catke funkcji przedziatami statej na przedziale |a, b, ktoéra na
k-ym otwartym odcinku podziatu

P={a=Xxp,x1 <Xo <...< Xp_1,Xn = b przyjmuje wartosc

rowng cg, k =1,2,...,n, bedziemy definiowa¢ wzorem
n
> ck(Xk — Xk—1).
k=1

Definicje catki dla funkcji przedziatami ciagtej mozna uznac za
punkt startowy do okreslenia definicji catki oznaczonej
Riemanna dla szerokiej klasy funkciji (ktére moga mieé bardzo
wiele punktéw nieciagtosci i wielokrotnie zmienia¢ znak).
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Catki niewtasciwe
Mozna uzasadni¢, ze funkcji f okreslonej wzorem

prawdziwa jest réwnos¢

/”_1_1
1X2_ T

Jezeli T zbiega do nieskonczonosci, to catka ta bedzie zbiegac
do 1; granice te oznaczymy

/100 f(x)dx.

W podobny spos6b definiujemy catke niewtasciwg na potprostej
[a, 00) (lub pétprostej (—oo, a]) dla dowolnej funkcji f
(spetniajacej pewne zatozenia), gdzie a € R. Catke te
oznaczamy symbolem [2° f(x)dx (lub [2__ f(x)dx)
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Catka niewtasciwa na prostej

Definicja 10
Dla funkcji f okreslonej na prostej R catke na prostej R, ktorg
bedziemy oznaczac

/O:O f(x)dx,

definiujemy jako sume:

/ aoo F(x)dx + /a ~ f(x)ox, (4)

gadzie a jest dowolng liczbg rzeczywista; catka na prostej funkcji
f istnieje, jezeli obie catki w sumie (4) sg okreslone.
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Zmienne losowe typu ciggtego

Definicja 11
Mdwimy, Zze zmienna losowa X jest typu ciggtego, jesli istnieje
nieujemna funkcja g taka, ze dla kazdych —oco < a< b < oo

Funkcja g — to tzw. funkcja gestosci zmiennej losowej X (lub
gestosc¢ rozktadu zmiennej losowej X).
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Rozktad jednostajny na odcinku [0, 1]

Przyktadem zmiennej losowej typu ciggtego jest rozktad
jednostajny na odcinku [0, 1] (oznaczenie: U(0, 1)). Jego
funkcja gestosci u dana jest wzorem

1, jeslio< x <1,
u(x) = o
0 jeSlix<Olubx>1.

Rozktad ten moze opisywac np. czas oczekiwania na autobus
A, odjezdzajgcy do miejscowosci B co godzine, przez pasazera
C; zaktadamy, ze C nie zna rozkfadu jazdy dla tej linii i ze
przychodzi na przystanek w losowym momencie.
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Prawdopodobienstwa odpowiadajgce nierownosciom
ostrym i stabym

Dla zmiennej losowej X o rozktadzie typu ciggtego mamy:
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

Rownos¢ ta wynika z wiasnosci catki oznaczone;.
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Rozktad jednostajny na odcinku [0, 1] — przyktad
obliczen

Czas oczekiwania na autobus — zmienna losowa Y ~ U(0,1).
Prawdopodobienstwo P(§ < Y < 1) jest rowne:

1 1 1/2 1
P(3<Y<2)_/1/3 1dx_é.
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Rozktad normalny

Szczegblnie waznym w zastosowaniach jest rozktad normainy.
Definicja 12

Maowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad normalny z
parametrami i i o, gdzie i € R io > 0, jeZeli gestosc jej
rozktadu jest okreslona wzorem:

1 _(x=p)?

¢H’U(X):\/§o‘e 202 .

Skrotowy zapis: X ~ N(u, o). Dla p =010 = 1 bedziemy pisac
zamiast ¢g 1(x) krotko ¢(x).
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Rysunek: Wykresy gestosci rozktadéw normalnych: N(0, 1) (linia
ciagta), N(0, 2) (linia ,kropkowana”), N(2, 1) (linia ,kreskowana”).
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Rozktad normalny— zastosowania

Wiele cech (zmiennych losowych) w zyciu gospodarczym i w
Swiecie przyrody ma rozktad zblizony do normalnego.

Wynika to z tzw. centralnego twierdzenia granicznego, z
ktorego wynika, ze $rednia 1(X; + Xz + ... + Xp), gdzie

Xi, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie, ma rozktad zblizony do normalnego N(u, o)
dla pewnych p i o (przy pewnych zatozeniach, ktére zazwyczaj
sg spetnione). Doktadniejsze sformutowanie tego twierdzenia
wymaga okreslenia wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej
losowej, por. [KMO1, str. 141].
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Standardowy rozktad normalnym N(0, 1) — obliczanie

prawdopodobienstw zdarzen
Dla a < b prawdopodobienstwo P(a < X < b), gdzie
X ~ N(0,1) jest rowne:

b
P(a< X <b) = / $(x)dx = d(b) — d(a),

a

gdzie ¢ jest okreslona przez:

t
o(t) = / $(x)dx.
Funkcja @ jest dystrybuantg rozktadu normalnego N(0, 1).
Funkcji ® nie da sie wyrazi¢ za pomoca skonczonej liczby
dziatan na podstawowych funkcjach elementarnych — stad
potrzeba sporzgdzania tablic statystycznych zawierajgcych
wartosci funkcji  (mozna je znalez¢ w prawie kazdym
podreczniku statystyki).
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Witasnosci funkcji ¢

00 02 04 06 08 10

Rysunek: Wykresy gestosci ¢ rozkladu normalnego (z lewej strony)
N(0, 1) i dystrybuanty rozktadu normalnego ¢ (z prawej strony)

Mozna pokazac, ze ¢(0) = 0,5 oraz ¢(f) =1 — d(—t) dla
dowolnego t; stad mozna sie ograniczy¢ do tablicowania funkgji
ddlat>0.
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Rozktad normalny — obliczanie prawdopodobienstw

zdarzen
Mozna pokaza¢, ze jesli X ~ N(u, ), to

X—u
==~ N(0,1).

Stad dla a < b prawdopodobienstwo P(a < X < b), X ~ N(u, o), jest
réwne:

P(a<X<b):P(a;“<X*M<bfu):(b(be)iq)(afﬂ).

g g g g
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Przyktad rachunkowy
Niech X oznacza wzrost dorostych mezczyzn w panstwie A; zaktadamy, ze
X ~ N(177,10).
Chcemy obliczyé: (a) P(174 < X < 182), (b) P(X > 182).
Obliczenia dla (a):
182 — 177 174 — 177
P(174<X<182):¢(710 ) - (710 )=
= ¢(075) - d)(—073) = ¢(075) - (1 - ¢(0>3)) =
®(0,5) + ¢(0,3) — 1 ~ 0,6915+0,6179 — 1 = 0,3094.

Obliczenia dla (b) mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposéb,
korzystajac z réwnosci:

182 - 175

P(X >182) =1- P(X < 182) =1 - o( -

) =1-9(05).
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Gestosé zmiennej losowej typu ciggtego

Dowolna funkcja g spetniajgca warunki:
» dziedzing funkcji g jest zbior liczb rzeczywistych R,
» g(x) > 0dlaxeR,
> 2 9(x) =1,
jest funkcjg gestoscig pewnej zmiennej losowej;
Poza rozktadem normalnym i rozktadem jednostajnym U(0, 1)

do opisu cech w zyciu gospodarczym i naukach przyrodniczych
stosuje sie wiele innych rozktadéw prawdopodobienstwa.
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Gestosé emiryczna — przyktad

Dane normtemp— zebrane w celu weryfikacji hipotezy
méwigcej, ze Srednia wartos¢ temperatury zdrowego cztowieka
jest rowna 98,6 stopni w skali Fahrenheita (37,0 stopni w skali
Celsjusza). Zbior danych zawiera pomiary temperatury i tetna
(temperatura wyrazona jest w stopniach Fahrenheita). Mozna
go pobraé z odpowiedniego repozytorium a nastepnie zapisac
do zbioru o nazwie np. t (tzw. ,data frame”). Zbiér t sktada sie z
trzech zmiennych: temperature, gender i hr. Aby uczynié¢
naszg prezentacje bardziej czytelng, zmieniamy nazwy
zmiennych na odpowiednio: temp, plec i tetno. Odpowiednie
polecenia systemu R sg zapisane w pliku t.R. Wydruk tego
pliku zamieszczamy ponizej (na nastepnym slajdzie):
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Pobieranie zbioru danych z repozytorium systemu R

library(utils)

install.packages ("UsingR",
repo="http://cran.r-project.org")
library (UsingR)

t<-normtemp

names (t) <-c ("temp", "plec", "tetno")

Dane normtemp sa réwniez dostepne na stronie

http://www.stat.ucla.edu/~rgould/ml2s01l/ttest.pdf
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System (pakiet) R mozna pobra¢ pod adresem
http://r.meteo.uni.wroc.pl/bin/windows/base/
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Pobieranie zbioru danych z repozytorium systemu R

> names (t)

[1] "temp" "plec" "tetno"
> t[1:10,]

temp plec tetno

1 96.3 1 70
2 96.7 1 71
3 96.9 1 74
4 97.0 1 80
5 97.1 1 73
6 97.1 1 75
7 97.1 1 82
8 97.2 1 64
9 97.3 1 69
10 97.4 1 70
> sort (temp)

[1] 96.3 96.4 96.7 96.7 96.8 96.9 97.0 097.1
[91 97.1r 97.1 97.2 97.2 97.2 97.3 97.4 097.4

[129] 100.0 100.8
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Szereg rozdzielczy
Dla zbioru danych liczbowych {y1, ¥ ..., yn} niech:
MIN1 oznacza liczbe mniejszg od najmniejszej z liczb

W, ye. ynts
MAX1 oznacza liczbe wiekszg lub réwng od najwiekszej z liczb
i, y2... N}

MIN1 i MAX1 moga by¢ odpowiednimi zaokragleniami wartosci,
odpowiednio, minimalnej i maksymalnej rozwazanego zbioru
danych, MIN1 < MAX1.

Podzielmy odcinek (MIN1, MAX1] na k przedziatéw (zwanych
klasami) o réwnej dtugosci:

(%0, x1], (X1, X2], - -+ s (Xk—1, Xk],

gdzie xo = MIN1, x, = MAX1. Funkcje przyporzadkowujaca
poszczegblnym przedziatom liczbe elementdéw rozwazanego
zbioru danych do nich nalezacych bedziemy nazywac szeregiem
rozdzielczym.
Liczbe klas k w szeregu rozdzielczym wyznaczamy na przyktad
korzystajac z wzorow:

3vn

k ~logsn+1 lub sz”.
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Szereg rozdzielczy: dane NT

Przyjmujemy: MIN1 = 96, MAX1 = 101, k = 10 ~ 3VJ30,
Zaktadajac, ze dane dotyczace temperatury zdrowych ludzi
znajdujg sie w zmiennej t Stemp konstruujemy szereg
rozdzielczy w Srodowisku R:

> table (cut (tS$temp, breaks = c(96,96.5,97,97.5,98,
+ 98.5,99,99.5,100,100.5,101)))

(96,96.5] (96.5,97] (97,97.5] (97.5,98]
2 5 14 30
(98,98.5] (98.5,99] (99,99.5] (99.5,100]
30 35 11 2
(100,100.5] (100.5,101]

0 1
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Szereg rozdzielczy — przedstawiony w formie tabeli

\(96965]\ (96.5,97] | (97.975] | (97.5,98] | (96,98.5] | 98599]\(99995]\(995100]\(10010051\(1005101]\
\ | 5 [ 14 [ 3 [ 3 [ 3 ] \ | o | |
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Histogram: dane NT
Wykres stupkowy odpowiadajacy szeregowi rozdzielczemu
(podstawami prostokatéw — stupkow sg kolejne klasy, ich
wysokosci sa rowne liczebno$ciom odpowiednich klas):
histogram liczebnosci

Histogram of t$temp

Fre
0 5 10 15 20 25 30 35

N=1N0Enes

T 1
96 97 98 99 100 101

t$temp

Rysunek: Histogram liczebnosci dla danych NT odpowiadajacy
szeregowi rozdzielczemu z poprzedniego slajdu
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Histogram probabilistyczny i gesto$¢ empiryczna -
dane NT

Histogram probabilistyczny: histogram tak wyskalowany, aby "pole pod
nim byto réwne 1"

wyskosci stupkéw: 1302X075, ﬁ, .

histogram probabilistyczny — przez niektorych definiowany jako
funkcja przedziatami ciggta (stata), ktérej wykres "pokrywa sie" ze
zdefiniowanym wyzej wykresem stupkowym; inna nazwa tak
okreslonej funkcji: gestos¢ empiryczna.

Histogram of tstemp

00 01 02 03 04 05

qlln

r T T T 1
% o7 9% 9% 100 101

Rysunek: Gesto$¢ empiryczna dla danych NT
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Gestosé empiryczna + krzywa normalna

0.5

0.4

02 03

0.1
|

0.0

r T T T T 1
96 97 98 99 100 101

temperatura

Rysunek: Gestos¢ empiryczna dla danych NT z dotgczonym
wykresem gesto$ci normalnej z parametrami y = 98,25 i 0 = 0,733.
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Gesto$¢ empiryczna —funkcja przedziatami ciggta

30205, dla x € (96,5,97]

T0x05:  dla x € (100,5;101]
0, dla x ¢ (96;101]

Frakcja obserwacji nalezgcych do (96; 97];

o7 1, 2 5 7
h(x)ax = *(130 <05 130 x o,5> = 130

5 ~ 0,054.
96
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Konstrukcja histogramu probabilistycznego (gestosci
empirycznej) — przypadek ogolny

W og6Iinym przypadku wysoko$¢ k-tego stupka histogramu
probabilistycznego (wartos¢ funkcji dla argumentéw
nalezacych do k-tej klasy) jest réwna %, gdzie

» ny jest liczebnos$cig k-tej klasy,

» d jest dlugoscia klasy,

» njest liczbg obserwac;ji.

Funkcja h — ,histogram probabilistyczny” (gesto$¢ empiryczna)
— zdefiniowana wzorem:

h(X) . %, X naleZy do k-tej klasy,
~ 10, x nie nalezy do zadnej z klas.

Dziedzing funkciji h jest zbior liczb rzeczywistych R.
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Funkcja wykfadnicza
Definicja 13
Dla liczby dodatniej a roznej od 1 funkcje
f(X) = a", (5)

gdzie x € R, bedziemy nazywac funkcjg wyktadniczg.

Fakt 1
Wzor (5) mozna rowniez zapisac¢ nastepujgco:

f(x)=e", xeR, (6)
gdzie e = 2,718... jest granicg ciggu

1)1 :2,32:(14_1/2)2:2%77

B
|

—~~
—_
+

1 1
a0 = (14 7+-)'%=2705,..., 21000 = (1 + W)moo =2,717,...

a b jest liczbg rzeczywistg rézng od 0. 51/74



Fakt 2
Niech U bedzie funkcjg wyktadniczg. Dla dowolnych x,y € R

U(x +y) = UX)U(y). (7)

Twierdzenie 3 (Feller)

Niech U(t) bedzie funkcjg okreslong dla t > 0 i ograniczong w
kazdym skoriczonym przedziale. Jezeli U(t) spetnia warunek

Ulti + ) = Ut)U(), dla t,t >0,

wéwczas badZz U(t) = 0 dla wszystkich t, badz U(t) = e dla
pewnego b € R.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ w [Fel80, rodz. XVII,
&6].

Rozwigzaniem rownania (7) jest albo funkcja wyktadnicza albo
funkcja tozsamosciowo réwna 1.
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Zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym

Méwimy, ze zmienna losowa typu ciggtego X ma rozkfad
wyktadniczy z parametrem X\ > 0 jezeli jej funkcja gestosci g

ma postaé
0 t<0
=< ’ 8
) {Ae‘”, t>0. ®
Mozna sprawdzi¢, ze dystrybuanta Fx zmiennej losowej X ma
postaé
1—e M t>0;

Fx(t) = {o, t<0.
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Zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym:
zastosowania

» czas bezawaryjnej pracy pewnych przedmiotéw
(urzgdzen), takich jak np. zaréwka;

» czas oczekiwania na rozpad czgsteczki radioaktywnej;
» wartosci maksymalne dziennego opadu w danym roku.
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Rozktad wyktadniczy: ,brak pamigci”

Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym z
parametrem A\ > 0. Dla dowolnych ai b dodatnich prawdziwa
jest réwnosé:

P(X > a+ blX > a) = P(X > b).

Istotnie

P(X > a)
_ P(X>a+b) exp[-Aa+b)]
- P(X>a)  exp[-Aa)

=exp[-Ab] = P(X > b).

Interpretacja: X jest czasem bezawaryjnej pracy pewnego
urzadzenia, to niezaleznie od dotychczasowego czasu pracy
tego urzadzenia, dalszy czas pracy ma taki sam rozktad jak
,catkowity czas pracy” (czyli rozktad wyktadniczy z
parametrem \).
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Mozna uzasadni¢ (korzystajgc z Twierdzenia 3, ze jezeli
zmienna losowa X spetnia warunek P(X > 0) = 1 i ma rozktad
typu ciagtego ktéry ma wtasnos¢ braku pamieci, to ma rozktad
wyktadniczy.
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Zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym: przyktad
zastosowan

Czas zycia zardwki X jest zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym
z wartoscig oczekiwang réwng 10 (jednostkg pomiaru jest miesigc).
Chcemy obliczyé:

» prawdopodobienstwo, ze zaréwka bedzie ,bezawaryjnie

funkcjonowac” przez 15 miesigcy;

» kwantyl rzedu 0,95 czasu zycia zarowki.
Rozwigzanie Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z
parametrem A = 1/10.

51

.
HX>w%ﬂ—/ ﬁeﬂmm:14—&mﬁ:m4ﬂzqnmwz

Jo
Prawdopodobienstwo to mozna obliczyé wykorzystujac pakiet R w
nastepujacy sposob:

> 1l-pexp (3/2)
[1] 0.2231302

lub

> 1l-pexp(15,0.1)
[1] 0.2231302
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Rozktad logarytmicznie normalny

Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad logarytmicznie
normalny, jezeli zmienna losowa Y = In X ma rozktad normalny
N(u, o) dla pewnych o € R i o > 0; fakt ten zapiszemy:
Y ~ LN(u,0); Inaoznacza log, a, gdzie e = 2,718281.....
Wyznaczajgc gestosc¢ g, rozktadu zmiennej losowej Y
wykorzystujemy fakt:

X=e".

Mozna pokaza¢, ze

(Inx — p)?

1
ol(X) = —=€eX —
g,lv( ) XO'\/E p[ 20_2

Duzo zastosowan w naukach medycznych i inzynierii
$rodowiska.
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0.30
1

—— LN(1;0,6)
—— LN(2;0,3)

0.20
1

0.10
1

0.00
1

Rysunek: Wykresy gestosci rozktadéw logarytmicznie normalnych
LN(1;0,6) i LN(2;0,3).
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Rozktad logarytmicznie normalny — wyjasnienie
intuicyjne

Whereas the normal distribution is the sum/difference of lots of
things, the lognormal (because it is the log transform) is the
product/quotient of lots of things. So if you are multiplying a
bunch of variables together, the resultant distribution
approaches lognormal as the number of variables gets large.

Rob Moss, https://www.quora.com/What-is-intuition-
explanation-of-log-normal-distribution
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Rozktad logaytmicznie normalny — przyktad
zastosowan

R. Makuch, D. Freeman Jr., M. F. Johnson, Justification for the
lognormal distribution as a model for blood pressure, Journal of
Chronic Diseases, Vol. 32, Issue 3, 1979, Pages 245-250.

Ze streszczenia:

By viewing the cumulative effects on an individual’s blood
pressure as multifactorial and progressive in nature, this paper
provides biological and statistical justification for the apparent
lognormal distribution of blood pressure observed in population
samples drawn in this country and elsewhere.
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Centralne twierdzenie graniczne (wersja dla
zmiennych losowych o niekoniecznie identycznych
rozktadach) — wyjasnienie intuicyjne

Roughly speaking, this theorem asserts that if one takes a statistic that is a
combination of many independent and randomly fluctuating components, with
no one component having a decisive influence on the whole, then that statistic
will be approximately distributed according to a law called the normal
distribution (or Gaussian distribution).

Terrence Tao, A second draft of a non-technical article on universality, artykut
dostepny pod adresem:
https://terrytao.wordpress.com/2010/09/14/
a-second-draft-of-a-non-technical-article-on-universality/
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 https://terrytao.wordpress.com/2010/09/14/a-second-draft-of-a-non-technical-article-on-universality/

Funkcja gamma

Funkcja I jest okreslona wzorem

F(t):/ x"le Xdx, t>0;
0

Mozna uzasadni¢, ze:
1. T(t)>0dlat>0;
2.T(1) =1;
rt+1)=tr(t)dlat>0;
r(1/2) = v
lim¢_o, (f) = oo;
iMoo I(t) = o0;

o o kW
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Funkcja gamma

gamma(x)

Rysunek: Wykres funkgji I' na odcinku [0,1; 5].
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Rozktad gamma
Definicja 14
Powiemy, ze zmienna losowa X typu ciggtego ma rozktad
gamma z parametrami « i A, (co zapisujemy X ~ I'(«a, X)) gdzie
A, a > 0, jezeli jej gestos¢ ma postac

¢ a—1 A=)\
g(x;a,\) = X € X, dla x>0,
0, dla x < 0.
Uwaga 6
Jezeli:

» « =1 zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z
parametrem \;

»a=40i\= % gadzie n jest liczbag naturalng, powiemy, ze
zmienna losowa X ma rozktad x? (chi kwadrat) z n
stopniami swobody.
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Rozktad gamma — c.d.

10 15 20

900

05

Rysunek: Gestosci rozktadéw gamma: (1, 1) (linia czarna), I'(2,1)
(linia czerwona ciagta), I'(5, 1) (linia niebieska ciagta, I'(1,2) (linia
czarna przerywana), (2, 2) (linia czerwona przerywana), (5, 2) (linia
niebieska przerywana).

66/74



Rozktad y?

15

10

900

05

00

Rysunek: Gestosci rozktadow y?: z jednym stopniem swobody (linia
czarna), z dwoma stopniami swobody (linia zielona), z trzema
stopniami swobody (linia czerwona), z siedmioma stopniami swobody
(linia niebieska).
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Rozktad wariancji prébkowej

Niech Xi, Xs, ..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi 0
(jednakowym) rozktadzie normalnym N(u, o) (losowa probg
prosta). Zmienna losowa

1
n—1

n
S5 = ST - X)?
i=1

jest nieobcigzonym (,efektywnym”) estymatorem wariancji 2.

Zmienna losowa
nS2
2

o

ma rozktad x? z (n — 1) stopniami swobody.
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Funkcja kwantylowa — przypadek zmiennych
losowych typu ciagtego

Jesli zmienna losowa typu ciggtego X ma dystrybuante ciggta i
rosngca na R (zbiorem wartosci Fx jest (0, 1)), to funkcja
kwantylowa Qy jest funkcjg odwrotna do dystrybuanty Fy.

Jesli zmienna losowa typu ciggtego X ma dystrybuante ciggtq i
rosnaca na przedziale Z C R, zbiorem wartosci Fx |7
(zawezenia Fx do Z) jest odcinek (0, 1), to funkcja kwantylowa
Qyx jest funkcjg odwrotng do Fx/|z;

czyli funkcja Qx przyporzadkowuje argumentowi t € (0, 1)
jedyne rozwigzanie réwnania

Fx(U) =1
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Pojecie kwantyla

Dla ustalonej zmiennej losowej (ustalonego rozktadu
prawdopodobienstwa) warto$¢ funkcji kwantylowej dla

¢ € (0, 1) nazywamy kwantylem rzedu c. Kwantyl rzedu 0,5
nazywamy mediang, kwantyle rzedu 0,25 i 0,75 nazywamy,
odpowiednio, kwartylem dolnym i kwartylem gérnym (danego
rozktadu).

Uwaga 7

Niektorzy autorzy definiujg pojecie kwantyla rozktadu zmiennej
losowej w sposob dopuszczajgcy niejednoznacznosc w
sytuacji, gdy dystrybuanta tej zmiennej losowej nie jest ciggta
lub nie jest scisle monotoniczna.

Uwaga 8

Istnieje wiele sposobdw okreslania kwantyli probkowych,
ktorych wartosci miatyby oceniac¢ wartosci kwantyli ustalonych
rzedow (w pakiecie R co najmniej 9 sposobow).
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Przyktad

Dla zmiennej losowej Y o rozktadzie jednostajnym U(0, 1),

ktérej gestos¢ g dana jest wzorem

0 x<0
9g(x) =<1 xel0,1]
0 xe(1,00)

funkcja kwantylowa Qy jest dana wzorem:

Qy(t)=t, te(0,1).
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Przyktad

Dla zmiennej losowej W typu ciggtego, ktorej gestos¢ h dana
jest wzorem
0 x<0
h(x)=(x/2 x¢€]0,2]
0 X € (2,00)

funkcja kwantylowa Q jest dana wzorem:

Qw(t) =2Vt te(0,1).
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Zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym —
znajdowanie wartosci kwantyla

Oznaczmy kwantyl rzedu 0,95 dla rozktadu zmiennej X majacej
rozktad wyktadniczy z parametrem A = 0,1 przez c. Stata ¢ spetnia jest
rozwigzaniem réwnania:

/cle““odx ~095
o 10 B

Stad:
1—e°/10=0,95;
e°/1° —0,05;

—¢/10 =In0,05 = — log 20;
c¢=10In20 ~ 29,95732.

Kwantyl ten mozna obliczy¢ przy uzyciu R:

> gexp (0.95,0.1)
[1] 29.95732

Funkcja kwantylowa Qx ma posta¢

Qx(t) = —10In(1 — 1), te(0,1).
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