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Rys historyczny

» G. Cardano (1501-1575):
.Liber de Ludo Aleae” (,Ksiega gier losowych”);

» Christian Huygens, ,De ratiociniis in ludo aleae” (,O
rozumowaniu (obliczeniach) w grach losowych”) — 1657;
ksigzka G. Cardano wydana dopiero po opublikowaniu
pracy Huygensa;

» G. Cantor (1845-1916): podstawy teorii zbioréw (teorii
mnogosci): 2 potowa XIX wieku;

» aksjomatyczne ujecie teorii zbioréw: 1908-1930; zbidr
Lpodstawowym pojeciem” - ,podstawowym bytem
matematycznym”;

» aksjomatyczne ujecie rachunku prawdopodobienstwa: A.
Kotmogorow (1933).



Doswiadczenie losowe

Doswiadczenie nazywamy losowym, jesli:

» moze by¢ powtarzane (w zasadzie) w tych samych
warunkach;

» wynik jego nie moze by¢ przewidziany w spos6b pewny;
» zbidr wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia jest
okreslony przed przeprowadzeniem doswiadczenia.



Przyktady doswiadczen losowych

» JesteSmy zainteresowani cenami mieszkan w miescie M.
Pojedyncze doswiadczenie polegatoby na znalezieniu ceny
(ofertowej) mieszkania w tym miescie i zanotowaniu jej.
Powtarzanie do$wiadczenia polegatoby na przegladnieciu
ofert dotyczgcych cen mieszkan, w odpowiednich
serwisach internetowych, oraz zanotowaniu cen
interesujgcych nas mieszkan.

» JesteSmy zainteresowani liczba jajek sktadanych przez
ptaki (powiedzmy jerzyki). Pojedyncze doswiadczenie
polegatoby na zaobserwowaniu liczby jajek w
zaobserwowanym gniezdzie. Powtarzanie doswiadczenia
polegatoby na znajdowaniu gniazd jerzykéw i notowaniu
liczby jajek.



Przestrzen zdarzen elementarnych

Definicja 1

Przestrzenig zdarzen elementarnych nazywamy zbiér
wszystkich mozliwych wynikdéw doswiadczenia losowego.
Pojedynczy element tej przestrzeni nazywac bedziemy
zdarzeniem elementarnym.

Uwaga Przestrzen zdarzen elementarnych bedziemy oznaczac
symbolem S. W wielu podrecznikach przestrzeh zdarzen
elementarnych oznaczana jest symbolem Q.

Dowolny podzbiér skonczonej lub przeliczalnej przestrzeni
zdarzen elementarnych bedziemy nazywac¢ zdarzeniem.
Uwaga Zbiér nazywamy przeliczalnym, jezeli wszystkie jego
elementy mozna ustawi¢ w ciag (,ponumerowac”).



Przestrzen zdarzen elementarnych — c.d.

W przypadku przestrzeni zdarzen elementarnych, ktéra nie jest
przeliczalna, wyr6zniamy pewna klase F jej podzbioréw, zwang
o-ciatem zdarzen, i tylko elementy tej klasy nazywamy
zdarzeniami, por. ksigzke W. Krysickiego i in. [Kry99], str. 16.



Pojecie przestrzeni probabilistycznej

Z dowolnym doswiadczeniem kojarzyliSmy:
» przestrzen zdarzen elementarnych S;
» zbiér zdarzen F;

» prawdopodobienstwo P (funkcje okreslong na zdarzeniach
—elementach F).

Przestrzen probabilistyczna: tréjka (S, F, P).



Przestrzen zdarzen elementarnych- przyktady

Przestrzenig zdarzen elementarnych dla doswiadczenia
losowego :

» polegajacego na losowym wyborze mieszkania,
oferowanego do sprzedazy, i podaniu jego ceny jest [0, co);

» polegajacego na dwukrotnym rzucie monetg jest
{00, OR, RO, RR}; zapis OO oznacza: orzet wypadt w
pierwszym i drugim rzucie itd.;

» polegajacego na dwukrotnym rzucie kostka jest

{(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}.



Czym jest prawdopodobienstwo

Podejscie czestosciowe: rzucajgc moneta (uczciwg) N razy
otrzymujemy n ortbw— mozna oczekiwac, ze n/N bedzie
dazy¢ do 1/2 gdy N —

Podejscie aksjomatyczne: kazdemu zdarzeniu A, bedacemu
podzbiorowi przestrzeni zdarzen elementarnych S
przyporzadkowujemy liczbe P(A), spetniajaca warunki:
0<P(A) <1,

gdy A=10, P(A) =0;

gdy A= S, P(A) =1,

Jesli zdarzenia A+, Ao, As, . . . sie wzajemnie wykluczaja (1j.
A,-OA,-:(DdIai;éj)isumaA1 UAsUA3U...jest
zdarzeniem, to

v

v

v

v

P(A1UAQUAgU...):P(A1)+P(A2)+P(A3)+....



Prawdopodobienstwo— przyktad

Rzucamy dwukrotnie kostkg. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze suma oczek bedzie mniejsza lub réwna 3.

W naszym przypadku S = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)};
przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo wszystkich zdarzen
elementarnych jest rowne g5 = 5. Zdarzenie A,
odpowiadajgce wyrzuceniu nie wiecej niz 3 oczek, ma postac:
A={(1,1),(1,2),(2,1)}.

Stad P(A) = 3><316_12



Zatozenie o jednakowym prawdopodobienstwie

zdarzen elementarnych
Uwaga. Z formalnego punktu widzenia mogliby$my przyja¢ w
rozwazanym przyktadzie np.

1
P((1, 1) =P((1.2)) = 5. P((1.3)) = P((1,4)) = ... = P((6,6)) = 0,
lecz otrzymany w ten sposéb model matematyczny nie bedzie
,sensownie” opisywat naszego doswiadczenia losowego.



Przestrzenie probabilistyczne, w ktérych zdarzenia
elementarne nie sg jednakowo prawdopodobne

Stwierdzenie 1
Rozwazmy przestrzen S z k elementami

SZ{S1,SQ,...,Sk}.

Przy zatozeniu, ze prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia

elementarnego s; jest rowne P(s;), i=1,2,...,k, dla
dowolnego zdarzenia A C S
P(A) = >_ P(s).
s;€eA

Powyzsze stwierdzenie moze by¢ uogolnione na przypadek
nieskonczonych przestrzeni zdarzen elementarnych, ktérych
elementy mozna ustawi¢ w ciag.



Przyktad 1

Rozwazmy doswiadczenie losowe polegajgce na rzucaniu
monetg az do wypadniecia orta (po raz pierwszy). Intuicja
podpowiada przyjecie, ze prawdopodobienistwo zdarzenia
polegajgcego na tym, ze liczba rzutéw jest rowna k wynosi 217
czyli P(O) = }, P(RO) = } itd. Tak wigc, na przyktad,
prawdopodobieristwo otrzymania orta nie pozniej niz w drugim
rzucie bytoby rowne P(O) + P(RO) = 3.



Przyktad

Prawdopodobienstwo otrzymania 5-tki w grze w Lotto wynosi
(g) X (469—_56)
(%)
- por. hasto kombinacja bez powtdrzen w Wikipedii oraz uwagi

o0 ,liczbie kombinacji k obiektéw sposréd n obiektow” w ksigzce
Koronackiego i Mielniczuka w rodz. 2.1.2.



Przyktad

Wiadomo o pewnym koszykarzu, ze wykonujac rzut osobisty
trafia do kosza z prawdopodobienstwem 0,9. Chcemy obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze rzucajac 3 razy trafi do kosza
doktadnie 2 razy. Zaktadamy, ze wyniki kolejnych rzutéw nie
zalezg od siebie.

Rozwiazanie.

3

2
1:
3x0,9°x0, (2

) x 0,92 x 0,1.

(g) — liczba sekwenc;ji zero-jedynkowych o dtugosci trzy, w
ktérych wystepujg dwie jedynki = liczbie kombinacji 2 obiektow
sposréd 3 obiektow (lub liczbie kombinaciji dwuelementowych
zbioru 3- elementowego - wedtug terminologii przyjetej przez
autora artykutu w Wikipedii o kombinacjach bez powtérzen).



Przyktad

Wiadomo o pewnym koszykarzu, ze wykonujgc rzut osobisty
trafia do kosza z prawdopodobienistwem p € (0, 1). Chcemy
obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze rzucajgc n razy trafi do kosza
doktadnie k razy, gdzie n jest liczbg naturalng i 0 < kK < n.
Zaktadamy, ze wyniki kolejnych rzutow nie zalezg od siebie.

Rozwiazanie.

(,'Z) x P x (1—p)"*



Prawdopodobienstwo warunkowe — ,przyktad
wprowadzajgcy”

Rzucamy kostka ,uczciwg”; S = {s1,...,Sg},
P(si) = 1 i=1 6
1) — 67 - Ity
DlaAcCS 4 A
S €
P(A) = T =20
(A #{si € S}

gdzie dla dowolnego skonczonego zbioru A symbol #A
oznacza licznos¢ zbioru A.

Dodatkowe zatozenie Jedyne mozliwe wyniki sg liczbami
podzielnymi przez 3.

Niech B = {s3, Sg}. Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z nowg
przestrzenig zdarzen elementarnych Sy = B.

Oznaczenie Prawdopodobienstwo zdarzenia A w przestrzeni
S¢ bedziemy oznaczac przez P(A|B).



Prawdopodobienstwo warunkowe — ,przyktad
wprowadzajgcy”, c.d.

Na og6t P(A) nie jest rowne P(A|B); np

Dla A= {s3}
1 #{s,eAmB} 1
Dla A= {sy}
1 #{sje AnB}
P(A) = 5 | P(A|B) = s B =0.
P(ANB)
Obserwacja W obu przypadkach P(A|B) = PB) -
Definicja 2

Dia A,B S i P(B) > 0 przyjmujemy P(A|B) = PAZE).



Prawdopodobienstwo catkowite

Twierdzenie 1

Niech zbiory Ay, Ao, . . ., An spetniajg warunki:
» AAUAU...UA,=S;
» AinAi=0dlai#j;
» P(A))>0dlai=1,2,...,n.

Wtedy dla kazdego zdarzenia A € S ma migjsce nastepujacy
wzdr na prawdopodobienstwo catkowite:

P(A) = P(A1)P(A|A1) + ...+ P(An)P(AlAn).



Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie 2
Twierdzenie Bayesa
Przy zatoZeniach Twierdzenia 1

P(A|A))P(A;)
P(Ai|A) = P(AJA1)P(A1) + ...+ P(AJA,)P(Ap)

dai=1,...,n
dowdd Nalezy skorzysta¢ z réwnosci
P(Ai|A)P(A) = P(A;i N A) = P(AJA))P(A)



Przyktad

Prawdopodobienstwo awarii w ciggu roku zespotu napedowego
samochodu marki X wynosi

» 0,02 przy stosowaniu oleju marki A;
» 0,03 przy stosowaniu oleju marki B.

Wiadomo, ze sposrdd kierowcdw jezdzacych samochodami
marki X

» 80% uzywa oleju marki A;
» 20% uzywa oleju marki B.

Jakie jest prawdopodobienstwo awarii zespotu napedowego (w
ciggu roku) losowo wybranego samochodu marki X?



Przyktad — c.d.

Rozwigzanie Oznaczmy:

Aq: kierowca stosuje olej marki A;

As: kierowca stosuje olej marki B;

A - zespdt napedowy ulega awarii w ciggu roku. Korzystajac ze
wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy:

P(A) = P(A|A1)P(A1) + P(AlA2)P(Az) =
=0,02-0,8+0,03-0,2 =0,022.

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany pojazd sposréd
samochoddw, ktorych zespol napedowy ulegt awarii w danym
roku, jest marki A mozna obliczy¢ korzystajac z twierdzenia
Bayesa:

- 0,02.0,8 N
~0,02-08+0,03-02

P(A¢|A 0,73.



Niezaleznos¢ zdarzen
Niezaleznos¢ zdarzen wigzemy z brakiem zaleznosci
przyczynowo- skutkowe;.
Mozna uzna¢ za niezalezne:
» wyniki kolejnych rzutow kostka;
» ustanowienie rekordu $wiata w skoku w dal na najblizszej
olimpiadzie i utworzenie nowego wojewo6dztwa do konca
biezacego roku

Definicja 3
Mdwimy, Ze zdarzenia A i B sg niezalezne, jezeli

P(AN B) = P(A) x P(B).

Niezaleznos¢ dla wiecej niz dwdch zdarzen— patrz
[KMO01],Definicja 2.7.
Uwaga Jezeli Ai B sa niezalezne i P(B) > 0, to

P(A|B) = P(A).



Niezaleznos¢ zdarzen— przyktady

W przyktadzie z rzutem dwoma kostkami:

zdarzenie A— ,wynik pierwszego rzutu jest rébwny jeden” i
zdarzenie B—,wynik drugiego rzutu jest rowny 5”

s niezalezne, gdyz

1

P(A) = P(B) = % oraz P(AN B) = P((1,5)) = 5.
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