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Charakterystyki liczbowe zmiennych losowych o

skonczonym zbiorze wartosci

Jezeli zmienna losowa X przybiera skonczong liczbe wartosci
X1, Xo, . .., Xp Z prawdopodobienstwami py, po, . . ., pp, 10 jej
wartoscig oczekiwang nazywamy wielkos¢

n
EX = Z Xk Pk -
k=1

Interpretacja: srodek ciezkos$ci uktadu punktéw na prostej o
wspétrzednych xq, Xo, . . ., X, z prawdopodobienstwami

P1,P2,---,Pn-
Jezeli Y = g(X), gdzie g jest funkcja ciagta, to

E(Y) = a(X)Px-

k=1
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Wriasnosci wartosci oczekiwane;

tatwo widaé, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowe;j
Y = aX + bjest rbwna

E(aX + b) = aEX + b;

zaktadamy, ze EX istnieje.
Jesli wartosci oczekiwane zmiennych losowych Xi i X; istniejg i
sg réwne, odpowiednio, ju1 i g, t0

E(Xi + X2) = p1 + p2.
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Wariancja zmiennej losowe; |

Definicja 1
Wariancje zmiennej losowej X okreslamy wzorem

VarX = E(X — p)?,

gazie u = EX.

Wariancja jest rowna wartosci oczekiwanej kwadratu
odchylenia warto$ci zmiennej losowej od swojej wartosci
przecigtnej.

Stwierdzenie 1
Dla a > 0 mamy:

Var(aX + b) = & Var(X).

4/27



Stwierdzenie 2

Gdy zmienna losowa X jest dyskretna, wariancja moze by¢
wyrazona wzorem

VarX = 3"(x; — )PP
i

a gay jest typu ciggtego:

Var(X) = / (x — 1)2g(x)dx.

—0o0
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Wariancja rozktadu zmiennej losowej — interpretacja
mechaniczna

Widzimy, ze wariancja zmiennej losowej jest tym mniejsza, im
bardziej masa jej rozktadu jest kupiona wokét srodka ciezkosci
u- wartosci oczekiwane;.

Wariancja zmiennej losowej jest réwna zeru wtedy i tylko wtedy,
gdy cata masa jej rozktadu jest skupiona w jednym punkcie (ij.
gdy jest zmienng losowg dyskretng, ktra przybiera jedng
wartos¢ z prawdopodobienstwem 1).
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Odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe zmiennej losowej X, oznaczane przez
DX, definiujemy jako pierwiastek kwadratowy warianciji X.
Odchylenie standardowe zmiennej losowej X czesto jest tez
oznaczane grecka literg o.

Mozna pokaza¢, ze dla a > 0:

D(aX + b) = aDX. (1)
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Przyktad

Zmienna losowa dyskretna W ma rozktad dany tabelka:

E(W)=(0)x03+2x05+5x072=2,

Xj

0

2

5

Pi

0,3

0,5

0,2

Var(W)=10-22x0,34+[2-2?x0,5+[5-2°?x02=3,

DW = V3.
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Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej o rozktadzie
dwumianowym

Niech X bedzie zmienng losowg o rozktadzie dwumianowym z
parametrami n € Ni p € (0, 1). Mozna pokazag, ze:

E(X)=np, Var(X)=np(1—p).
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Warto$¢ oczekiwana dla zmiennych losowych typu
ciggtego

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej typu ciagtego X
okreslona jest wzorem

(e e}

EX) = [ xg(xdx @

przy zatozeniu, ze catka (2) jest bezwzglednie zbiezna, to jest

| Kgtax = h,

gdzie h jest pewng liczbg rzeczywista.
Jezeli catka (2) nie jest bezwzglednie zbiezna, warto$¢
oczekiwana zmiennej losowej X nie istnieje.
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Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o
rozktadzie jednostajnym na odcinku [0, 1]

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na odcinku
[0,1] (czyli U(0, 1)), to

1

E(X)=5; Var(X)= 12

Przypomnijmy, ze gestos¢ u zmiennej losowej o rozktadzie
U(0, 1) dana jest wzorem

1, jeslio<x <1,
u(x) = o
0 jesSlix<Olubx>1.
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Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o
rozktadzie normalnym

Mozna pokazac, ze jesli X ~ N(u, o), to
E(X)=p, Var(X)=02 D(X)=o.

Wymaga to obliczenia catek troche bardziej skomplikowanych
niz dla przypadku odpowiadajacego U(0,1).
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Niezaleznosé zmiennych losowych

Definicja 2
Mdwimy, ze zmienne losowe X i Y, okreslone na pewnej
przestrzeni zdarzen elementarnych S, sg niezalezne, jezeli

P(X elab] i Yelcd)=PXelab])xP(Ye€]cd])

dla dowolnych przedziatéw [a, b] i [c, d].

Intuicyjnie: niezalezne zmienne losowe odpowiadajg wynikom
liczbowym ,niezaleznych” eksperymentow losowych.
Definicje pojecie niezaleznosci uktadu zmiennych losowych
Xi,Xo, ..., X, wprzypadku, gdy n > 2, mozna znalez¢ w
ksigzce [GKOOQ] na str. 56.
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Wariancja niezaleznych zmiennych losowych

Twierdzenie 1
Jezeli zmienne losowe X i Y sg niezaleZzne i majg wariancje, to
dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest rownosc

Var(aX + bY) = & Var(X) + b?Var(Y).

Uwaga 1

Prawdziwe jest rowniez uogdlnienie tego twierdzenia na
przypadek n niezaleznych zmiennych losowych: Jezeli zmienne
losowe X, Xo, ..., X, sg niezalezne i majg wariancje, to dla
dowolnych liczb rzeczywistych ay, . .., an

Var(ai Xy + ... 4 anXn) = & Var(Xy) + ... + aVar(Xy).
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Standaryzacja

Uwaga 2

Standaryzacja zmiennej losowej — operacja polegajgca na
przyporzadkowaniu zmiennej losowej X zmiennej

X — px
ox

gdzie ux = E(X) iox = DX.
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Standaryzowane sumy i Srednie zmiennych losowych

Stwierdzenie 3
Niech X1, Xo, . .., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie o $redniej 1. i wariancji 2. Niech X
oznacza sSrednig L(Xi + ...+ Xp).
Wowczas B B o

EX)=pn i D(X)= N

Stwierdzenie 4

Standaryzowana Srednia dla zmiennych Xy, Xo, ..., X, ze
Stwierdzenia 3 jest rowna standaryzowanej sumie tych
zmiennych losowych:

)_(—,u_X1+...—|—Xn—n,u
a/vn ovn '

16/27



Centralne Twierdzenie Graniczne

Twierdzenie 2

Jezeli X1, Xo, ..., Xn 88 niezaleznymi zmiennymi losowymi o
tym samym rozktadzie, E(Xy) = p, D(Xy) = o, to zmienna
losowa -

X—p

/A’

gdzie X = L(Xi + Xo + ... + Xn), ma w przyblizeniu
standardowy rozktad normalny N(0O, 1), {.

P(a< :/_f’; < b) - &(b) — (a)

dla dowolnych aib, a < b.

Innymi stowy, rozktad X jest w przyblizeniu réwny rozktadowi
normalnemu N(u, o /+/n).
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Niech Xj, ..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie dwumianowym z parametrami n € Nip € (0,1).
Z Centralnego Twierdzenia Granicznego wynika, ze X ma w
przyblizeniu rozktad

1-
N(p, p( - P))

a Xy + ...+ X, maw przyblizeniu rozktad

N(np,\/np(1 —p)).
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Przyktad

Rzucamy monetg 25 razy. Niech Y oznacza liczbe ortéw. X ma
rozktad Bin(25;0,5). Zmienna Y moze by¢ przedstawiona jako
suma 25 niezaleznych zmiennych losowych Xj, ..., Xo5 0
rozktadzie Bin(1;0,5). Korzystajgc z Centralnego Twierdzenia
Granicznego (Twierdzenia 2): X ~ N(p, o /+/n), gdzie
n=25p=050=+/p(1—p)=0,5, czyli

X ma w przyblizeniu rozktad N(0,5;0,5/5)
wiec

Y ma w przyblizeniu rozktad N(12,5;2.,5)

Bin(25:0.5)+N(12.5;2.5)
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Ciggi niezaleznych zmiennych losowych o
niekoniecznie jednakowych rozktadach

Istniejg odpowiedniki Centralnego Twierdzenia Granicznego
(Twierdzenia 2) dla przypadku ciggu niezaleznych zmiennych
losowych o niekoniecznie jednakowych rozktadach. W
twierdzeniach tych warunek identycznosci rozktadow
zastepowany jest innymi (stabszymi) warunkami.
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Ciggi niezaleznych zmiennych losowych o
niekoniecznie jednakowych rozktadach

Istniejg odpowiedniki Centralnego Twierdzenia Granicznego
(Twierdzenia 2) dla przypadku ciggu niezaleznych zmiennych
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Rozktad normalny — zastosowania

Najwczesniejsze zastosowania: przyblizenie rozktadu
dwumianowego rozktadem normalnym (tw. de Moivre’a —
Laplace’a — lata 30-te XVIII-go wieku).

Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG)— wersja klasyczna
oraz wersje dla zmiennych losowych o niekoniecznie
jednakowych rozktadach: pierwsze 4 dekady XX wieku.
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Przyktad

Uzasadnienie dla normalno$ci zmiennej losowej opisujacej
sume wydatkow 20 kolejnych klientéw w sklepie — wersja
klasyczna CTG (Twierdzenie 2).
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Twierdzenia graniczne dla zmiennych losowych o
niekoniecznie identycznych rozktadach

Twierdzenie 3

Niech X1, Xs, ..., Xy, ... bedzie ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych i niech S, = Xy + Xo + ...+ Xo, n € N.
Oznaczmy

E(Xk) = uk, Var(Xe) =02, k=1,2,...
E(S)) =mp,, Var(S,) = s2.

Zatézmy, ze s2 — oco. Jezeli istnieje stata A taka, ze | X,| < A
dla kazdego n, wiedy dlaa < b

Sn— My
Sn

P(a< < b) — &(b) - &(a).

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzenia Lindeberga—

Fellera (bardziej ogdinego, ale i ,trudniejszego w zapisie”), por.
[CSO06, str. 344-345] i [Krz97, str. 242]. o4 /07



Przyktad — rozrzut pociskdéw artyleryjskich

A. Borowkow, Rachunek prawdopodobienstwa, PWN 1977, str.
113-114:
(...) na trajektorie lotu pocisku wptywa duza liczba
niezaleznych czynnikow, przy czym wplyw kazdego z
nich oddzielnie wzigety jest niewielki. Sq to odchylenia w
ilosci tadunku wybuchowego, odchylenia w wadze i
rozmiarach pocisku, odchylenia w wilgotnosci i
temperaturze powietrza, kierunek i sita wiatru na
roznych wysokoSciach itd. W rezultacie odchylenie
pocisku zadziwiajqco dobrze opisuje rozktad normalny.

Uzasadnieniem powyzszego faktu moga by¢ centralne
twierdzenie graniczne dla dowolnych ciggéw zmiennych
losowych.

25/27



Przyktad

Histogram probabilistyczny dla danych dotyczacych wzrostu 9593 kobiet w wieku od 21 do 74 lat. Dane
pochodza z badan wykonanych w ramach projektu The Health and Nutrition Examination Survey | (HANES ).
Do badan wybrano losowa prébe z populacji obywateli Stanéw Zjednoczonych. Badania byty wykonane w latach
pomiedzy 1971 i 1974. Wykres pochodzi z ksigzki L. Snella i Ch. Grinsteada Grinstead and Snell’s Introduction
to Probability dostepnej na stronie
www.dartmouth.edu/~chance/teaching_aids/books_articles/probability_book/book.html
Ksigzka zostata udostepniona pod https: //www.gnu.org/copyleft/fdl.html
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