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Definicja 1 (ciagu liczbowego). Ciggiem liczcbowym nazywamy funkcje odwzorowujq-
cq zbior liczb naturalnych w zbior liczb rzeczywistych. Wartos¢ tej funkcji dla liczby
naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciqgu i oznaczamy przez G, , by itp. Ciqgi o
takich wyrazach oznaczamy odpowiednio przez (ay), (by) itp. Zbidr wyrazow ciqgu
(an) oznaczamy przez {an }.

Uwaga 1 Niektérzy autorzy definiujemy ciag jako funkcje okreslong na dowolnym
podzbiorze liczb naturalnych.
Uwaga 2 W ksiazce D. Wrzoska ciag o wyrazach a,,n € N oznaczany jest przez

{an}nZs

Sposoby okreslania ciagu

Ciagi liczbowe mozemy okreslaé:

(1) wzorem: np.

a, = 3".

(ii) opisowo

a,— n-ta cyfra po przecinku w rozwinigciu dziesigtnym liczby

(iii) rekurencyjnie: wyraz (n + 1)—szy jest okreslony jako funkcja poczatkowych n
wyrazu ciagu; np. ciag arytmetyczny (a,) , ktérego pierwszy wyraz jest réwny 1 i
réznica r jest rowna 2, moze by¢ okreslony rekurencyjnie w nastgpujacy sposéb:

ap = 17 Ap4+1 = An +2

— por. [Wrz08, str. 109].

Ciag geometryczny

Definicja 2. Ciqg (a,,) okreslony przez
a1 = a,0p41 = qQn,

gdzie a i q sa danymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy ciqgiem geometrycznym o
pierwszym wyrazie a i ilorazie q.

Przyklad 1. W chwili t = 1 liczebnos¢ populacji bakterii wynosi 1000. Po uptywie
czasu T liczebnoS¢ populacji bakterii sie podwaja. Przyjmujqc T' za jednostke pomiaru
czasu liczebnos¢ populacji a,, w chwili t = n mozna okresli¢ wzorem:

a1 = 1000; anp+1 = 2an,.



Definicja 3. Ciqg (a,,) jest ograniczony z dotu, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z
dotu, tj. istnieje m € R takie, Ze dla kazdego n € N

Ay = M.

Definicja 4 (ciagu ograniczonego z géry). Ciqg (a,,) jest ograniczony z gory, jezeli
zbior {ay,} jest ograniczony z gory, tj. istnieje M € R takie, Ze dla kazdegon € N

a, < M.

Przyklad

Ciag b, = ;15 jest ograniczony z gory- ograniczeniem gérnym jest np. 1.

Definicja 5 (ciagu ograniczonego). Ciqg (a,,) jest ograniczony, jezeli zbior {ay,} jest
ograniczony, tj. ma zaréwno ograniczenie dolne jak i gorne.

Przyklad

Ciag
n

n?+1
jest ograniczony. Ograniczeniem dolnym jest np. 0 a ograniczeniem gérnym np. 1.

Ay =

Definicja 6. Ciqg (a,,) jest rosnqcy, jezeli

a; < ag < as < .., tzn. dla kazdegon e N a,, < apy1.
Analogicznie definiujemy ciag niemalejacy:
Definicja 7. Ciqg (a,,) jest niemalejqcy, jezeli

a1 < az < az < ..., tizn. dla kazdegon € N a,, < apq1.

Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ ciag malejacy i nierosnacy.
Ciag nazywamy monotonicznym, jezeli jest nierosnacy lub niemalejacy.

Pojecie granicy ciagu

Rozwazmy ciag (a,,) okreslony przez a, = % Dla dowolnego ¢ > 0 wszystkie, z
wyjatkiem co najwyzej skoficzonej liczby, wyrazy tego ciagu nalezg do epsilonowego
otoczenia zera (0 — £,0 + ).

Zamiast wszystkie z wyjatkiem co najwyzej skoriczonej liczby bedziemy czesto pisaé
prawie wszystkie.

Definicja 8 (stowne okreSlenie granicy wiasciwej ciagu). Ciqg (ay,) jest zbiezny do
granicy wiasciwej a € R, jesli w dowolnym otoczeniu epsilonowym a znajdujq sie
prawie wszystkie wyrazy tego ciqgu.

Pojecie granicy ciagu — c.d.

Definicja 9 (granicy wlasciwej ciagu). Ciagg (a,,) jest zbiezny do granicy wlasciwej
a € R, co zapisujemy

lim a, = a,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazidego € > 0 istnieje ng € N takie, ze dla kazdego n
naturalnego wigkszego niz ng

lan, —al| < e.



Ro6wnosé

lim a, =a
n—oo

czgsto jest zapisywana krécej: lim a,, = a lub a,, — a.

Granica ciagu — przyklad
Zadanie. Korzystajac z definicji granicy uzasadnij, ze
1

lim — =0.
n—oo n

Rozw. Mamy pokazaé, ze dla kazdego € > 0 istnieje ng € N takie,ze dlan > ng

2
——0l<e.
n

Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Musimy znalez¢ liczbe ny € N taka, ze dla
kazdego n > n bedzie spetniona nieréwnos¢ |1 — 0| < e. Mamy

1 1 1
— — 0’ = — < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy n > —.
n n €

Zatem za ng mozna przyja¢ dowolng liczbg naturalng wigksza niz %

Granica— zastosowania geometryczne

Problem. Chcemy obliczy¢ pole s figury S ograniczonej prosta y = 0, prosta z = 1 i
wykresem funkcji f(z) = 22,

Rozwiazanie przyblizone. Dzielimy odcinek [0, 1] na n odcinkéw o réwnej diugosci:

2 [23) 5]

Suma po6l prostokatéw, ktérych podstawy sa réwne tym odcinkom a wysokosci kwa-
dratom ich lewych koficéw, oznaczana przez s,, jest sensownym przyblizeniem pola
figury S.

Pole figury S mozna zdefiniowac¢ jako lim,,_, Sy,.

»Przyklad geometryczny” — c.d.
Mamy

n

e 3 [ (1)) < Loz ntin)

k=1

wykorzystaliSmy réwnos¢:

1)(2 1
12+22+...+nQ:n(nJr )6( nt ).

Obliczenie granicy ciagu (s, ) bezposrednio z definicji— raczej trudne.
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Rysunek 1: Przyblizony sposéb obliczania pola figury S

Twierdzenie 1 (o arytmetyce granic ciagéw). Jezeli ciag (a.,) jest zbiezny do granicy
wiasciwej a oraz ciqg (by,) jest zbiezny do granicy wtasciwej b, to

lim (an, +b,) = a-+b, (1)
n—oo
lim (ap, —b,) = a-—0b, 2
lim (ca,) = ca, gdziec € R, 3)
lim (apb,) = ab, 4
lim % = a/b, oileb#0, (5)
n—oo bn

,»Przyklad geometryczny”— c.d.
Korzystajac z twierdzenia o arytmetyce granic ciagéw mozemy obliczy¢ granice ciagu

(sn)

lim s, = lim — = (6)
n—oo n—oo n 6
. (n—=1mn@2n-1) . (n—=1)2n-1)
- nh—>Holo 6n3 - nh—>Holo 6n2 - @
2n%2 —3n+1
2n? n . 1
= im e T m ge i s = ©
1 1 1 1
=—-— lim — + lim — = —-. (10)

Przy obliczeniach zostalo wykorzystane Twierdzenie o arytmetyce granic ciagow.

Paradoks Zenona z Elei — wersja uwspétcze$niona



Zenek goni Andrzeja: predkoS¢ Andrzeja vq = 107, predkos¢ Zenka: vz = 57
W czasie:
to =0: SA(to) :0;Sz(to) = 10,
t1 =1:54(t1) =10;8(t1) = 15
tg = 1,5 : SA(tQ) :15;Sz(t2) = 17,5

To postgpowanie mozna kontynuowa¢ w nieskonczonos¢. Czy Zenek nigdy nie ztapie
Andrzeja?

Suma kolejnych wyrazow ciagu geometrycznego

1 k—1
sA(tk):10+10><§+...+10><(7> .
Czy sa(tx) dazy do nieskoficzonos$ci? Mamy:

1
lim 10 Qf

k—o0

li t 1—20 20 li ! k—QO
Jim s (1) — =20-20 Jim (5} =20,

!
k

bo limg (%) =0.

Granica ciagu geometrycznego dla ilorazu ¢ € (—1,0) U (0,1)

Fakt. Niech ¢ € (—1,0) U (0, 1). Wtedy
lim ¢* = 0.
Jim ¢ =0

Dowédd. Wezmy dowolny € > 0. Nalezy znaleZé ng € N takie, ze dlan > ng
l¢" — 0] <e.

Mamy

lg" — 0] = |¢"| = |g|™ < e wtedy i tylko wtedy, gdy n > log,, €,

wigc mozna za ng przyjac najmniejsza liczbe catkowita wigksza lub réwna log| al €

Szeregi nieskonczone — definicje
Dla ciagu (a,,), o wyrazach aq, as, as, . . . utwérzmy nastgpujacy ciag:

s1=a1, S2=a;+az, S3=a+aztas,...
Jezeli ciag (s,,) ma granice, to granicg t¢ oznaczamy symbolem

oo
E a, = lim s,
n—oo

n=1

1 nazywamy ja suma szeregu nieskoniczonego a1 + as + as + . ..



Przyklady

e Dlage (—1,1)iaeR

o a
§ n—1 .
aq = ;
n=1

® Yt wrn =

e >, 1™ = oo; (szereg jest rozbiezny do granicy niewlasciwej co; doktadna
definicja ciagu rozbieznego do oco: [Kur08, str. 31]);

e > (=1)" = oo nie jest zbiezny do zadnej granicy (skoriczonej lub nieskori-

czonej; jest rozbiezny).

Przyklady — c.d.
JesteSmy zainteresowani obliczeniem sumy

=1
. (11)

Ciag sum czg$ciowych jest ograniczony, poniewaz Y oo | ——— = 1.

L . . . n(n+1)
Prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Ciqg niemalejqcy i ograniczony z gory jest zbiezny.

Stad suma (11) jest zbiezna do pewnej granicy g. Latwo pokazaé, ze g < 2. Uzywa-
jac bardziej zaawansowanych metod mozna udowodnié, ze g = m2/6 (por. [Kur08,
str. 231]).

Liczba e
Rozwazmy ciag

Mozna sprawdzié, ze:
€1 = 2; €y = 2,25; €10 = 2,594, €100 = 2,705

Fakt. Mozna pokazaé, ze ciag (e,,) jest rosnacy.

Fakt. Dla kazdego n zachodzi e,, < 3.

Z powyzszych faktéw, oraz z twierdzenia, ktére mowi, ze ciag rosnacy i ograniczony
z gbry jest zbiezny (por. G. Fichtenholz, rachunek rézniczkowy i catkowy, t.1, rozdz.
34), wynika, ze

Twierdzenie 3. Ciqg

Jjest zbiezny.



Granicg tego ciagu bedziemy oznaczaé przez e (od matematyka szwajcarskiego L. Eu-

lera (1707-1783)):
1 n
e = lim (1 + ) .
n—oo n

Liczba e z doktadnoscia do 10 cyfr po przecinku jest rowna
2,7182818285.

Liczba e — inna definicja
o0
1
e = E *'
n!
n=0
Dow6d réwnowaznosci tej definicji z podang poprzednio: ¢wiczenia.

Obliczanie przyblizonej wartosci liczby e

Oznaczmy
1 1 1
n= =1 — .
N kzo L TR T T R Pr S
Mamy:
1 1 1
— S, = ... < 12
B P T s R P Y (12)
S R S, - (13)
(n+1)! n+1 (m+12 "1 aln’
wiec
1
0<e—s,<—.
nln

Stad np. s7 przybliza liczbe e z bledem mniejszym niz 10~ (poniewaz 7!-7 = 35280).

Logarytm naturalny i funkcja eksponencjalna

Logarytm przy podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy przez In;
Inz = log, x. Funkcje wyktadnicza przy podstawie e nazywamy funkcja eksponen-
cjalna i oznaczamy exp; expx = e”.

Funkcja eksponencjalna jako suma szeregu potegowego
Dla dowolnego z € R
o0 2
" x
Z—_1+x+—+... (14)
n! 2

Dow6d mozna znalez¢ np. w [Kur08, str. 142].

Whiosek W otoczeniu (—e, €), gdzie € jest odpowiednio ,,matq” liczbg dodatnia, wy-
kres funkcji y = e” moze by¢ przyblizony (,,sensownie”) przez wykres funkcji y =
1 + . W szczegdlnosci, wykres funkcji y = e” przecina 0§ OY pod katem 45 stopni;
funkcja wyktadnicza dla y = a®, gdzie a # e, nie posiada tej wlasnosci.

Uwaga R6wnos¢ (14) moze by¢ wykorzystana do zdefiniowania funkcji wyktadniczej
dla argumentu postaci z = a+bi, gdzie a,b € R, ai = \/—1 jest ,,jednostka urojona”.



Szereg harmoniczny

Definicja 10. Mowimy, Ze ciag (ay,) jest zbiezny do oo, jezeli dla kazdej liczby r istnieje
takie ng, Ze dla n > ng jest a, > 7.

Mozna pokazaé, ze ciag sum czesSciowych (tzw. szereg harmoniczny)
n
1
Ho=3 ¢
k=1

jest zbiezny do nieskoriczonosci.
Dowéd ¢wiczenia.
WskazéwKi bibliograficzne
Strona w encyklopedii Wikipedia pos§wigcona paradoksom Zenona z Elei:

http://pl.wikipedia.org/wiki/Paradoksy_Zenona_z_FElei

[Fich78] G. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy. Tom 1. PWN 1978.
[Kur08] K. Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy. Wydanie 11. PWN 2008.
[Wrz08] D. Wrzosek, Matematyka dla biologéw. Wyd. UW, 2008; wydanie 2-gie uka-
zalo sig w 2010 1.



