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Funkcja logistyczna

Rozwazmy funkcje logistyczna y = fo(t) = ﬁ :

Funkcja f moze by¢ wykorzystana np. do modelowania wzrostu masy ziaren ku-
kurydzy. Zmienna ¢ oznacza¢ moglaby czas wegetacji mierzony w tygodniach, a
zmienna y mas¢ 100 ziaren kukurydzy, wyrazong w gramach, por. A. Dabrowski
11n., 15 godzin z pakietem Statgraphics, Wyd. AR Wroctaw, 1993, rozdz. 11.

Funkcja logistyczna — c.d.

Rysunek 1: Wykres funkcji y = fo(t) = 5eosr

Chcemy: (a) obliczy¢ pochodng funkcji fy w punkcie xq = 5, (b) znaleZ¢ punkt,
w ktérym tempo wzrostu funkcji fj ,,przestaje rosnac”.

Funkcja logistyczna
Funkcja logistyczna: ogélna postac:



Zastosowania: modelowanie wzrostu populacji zwierzat, wzrostu masy roslin,
zmiany w popycie na niektére artykuly wprowadzane na rynek.

Dziedzina naturalng funkcji f jest R, ale w zastosowaniach przyjmujemy Dy =
[0, 00).

Predkos¢ wzrostu w chwili ¢,— wartos¢ przyblizona
Chcac znalez¢ warto$¢ przyblizong predkosci wzrostu funkcji fo w chwili tg = 5
mozna obliczy¢ iloraz
fo(5+ Az) — fo(5)

Az ’
gdzie Ax jest rowna np. 0,01 lub 0,001.
Mozna sprawdzi¢, ze wyrazenie (1) dla Ax = 0,01 jest réwne 4,122012 a dla
Ax = 0,001 jest réwne 4,125897.
Wyrazenie (1), tzw. iloraz réznicowy; jego granica przy Ax — 0 : pochodna
funkcji fo w 2 = 5.

)

Iloraz réznicowy

Definicja 1. Niech xq € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej
na odcinku (xq — r,xo + ), gdzie v > 0, oraz przyrost Ax niech bedzie liczbq
spetniajqcq nieréownosé 0 < |Az| < r. llorazem réznicowym funkcji f w punkcie
xo odpowiadajacym przyrostowi Ax nazywamy liczbe

Af  flzo+ Az) — f(x0)
Az Ax '

Af = f(xg + Ax) — f(z): przyrost wartosci funkcji f odpowiadajacy przyro-
stowi Azx.

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego
Iloraz réznicowy jest rowna wspotczynnikowi kierunkowemu prostej przechodza-
cej przez punkty (zo, f(zo)) i (xo + Az, f(xo + Ax)) (tzw. siecznej).

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego— c.d.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Definicja 2 (stycznej do wykresu funkcji). Niech xg € R oraz niech funkcja cig-
gla [ bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu x,. Prosta jest styczna do wy-
kresu funkcji f w punkcie (o, f (o)), jezeli jest granicznym potozeniem siecznych
funkcji f przechodzacych przez punkty (xo, f(x0)), (z, f(x)), gdy x — xo.
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Rysunek 2: Sieczne do funkcji f dla xo = 51 wartosci Ax = 3,7, i 12.

Geometrycznie styczna jest prosta, ktéra w sasiedztwie punktu stycznosci ,,najle-
piej” przybliza wykres funkcji. Nie jest prawda, ze kazda prosta ktéra ma tylko
jeden punkt wspdlny z wykresem jest do niego styczna.

Interpretacja geometryczna pochodnej- c.d.
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Rysunek 3: Styczna jako graniczne potozenie siecznych

Styczna do wykresu
Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (zo, f((zo)) ma postac:

y = f(wo) + f'(z0)(z — 20).



Przyktad Dla funkcji f okreslonej wzorem f(x) = z? réwnanie stycznej do wy-
kresu funkcji f w punkcie (1, 1) ma postaé:

y=1+f(D(z—-1)=1+2(x—-1)=2z—1.
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Rysunek 4: Styczna do funkcji f(x) = z* w punkcie (1, 1).

Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych

Wzér Zakres zmiennosci

() =0 ceR

(z™) = na™! n € Norazxz € R

(zP) = paP~! pe{-1,-2,-3,..} orazx # 0
() = ax>~! a € R\ Z, Zakres zmiennej x zalezy «
(sinz) =cosz |z cR

(cosz) = —sinz | x € R

(log,z)' = —— [0<a#1lorazz >0

(nz) =1 x>0

(a*) =a*Ina 0<a#lorazz €R

(e*) =¢® zeR

Pochodna f(x) = 2"
Dlan € N, z, 2y € R, x # x7 mamy:

n n

=" 2" 2 + x"’?’xg 4+ xa:g’2 + ngl.
r — Tg

Gdy = — x( kazdy ze sktadnikéw sumy z prawej strony réwnosci dazy do xf "
Cata suma dazy zatem do nzj~*. Uzasadnia to réwno$¢ (z")" = nz" ! dlan € N.
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Pochodna funkcji wykladniczej

a:):0+A33 — q®o CLACL‘ -1
- T g®
Ax Ax
Istnieje doktadnie jedna wartos¢ a, dla ktorej
a?® —1

AL —1 gdy Az —1;

jest ona rowna e = 2,718... (t¢ wlasnoS¢ mozna przyjac za definicj¢ liczby e).

Stad wynika, ze

(") =e”.
Poniewaz
a®t — 1 _ erp(InaAzx) — 1
Ax Ax ’
otrzymujemy

(@) =(a®)Ina, 1#a>0.

Twierdzenia o pochodnych funkcji

Twierdzenie 1. (o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu oraz ilorazu funkcji).

Jezeli funkcje f i g majq pochodne wtasciwe w punkcie x, to

/

(f+9)(x0) = f(20)+g (w0);
(f =) (x0) = [(x0) =g (w0);

(ef) (xo) = cf'(x0), gdzie c € R;
(f-9) (x0) = f(w0)g(xo) + f(x0)g (x0);

f )
f [ (wo)glxo) — flxo)g (m0) .
(g) (xg) = , oile g(xg) # 0.

g (-To)

Przyklad

2)
3)
4)
(&)

(6)

Zenek biegnie podczas zawodow sportowych. Droga przebyta przez Zenka od

chwili 0 do chwili ¢ wynosi
s(t) = 10t — 10e” %1 ¢ > 0.
Nalezy:
e obliczy¢ predkos¢ Zenka w chwili ¢t > 0;

e podac warto$¢ predkosci Zenka dla ¢t = 100.



Mamy:
§(t) = (10t) — (10e~"0")" =10 — (=0,01)10e~ " = 10 + 0,1e~ "

v(100) = s'(100) = 10 4+ 0,1e~! = 10,03679 jednostka: m/s

Przyklad: bieg Zenka — c.d.

Zaktadamy, ze punkt materialny porusza si¢ ruchem prostoliniowym o zmiennej
predkosci v(t). PrzySpieszenie w punkcie (chwili) ¢, definiujemy jako v’ ().
Predkos¢ Zenka vz(t) dana jest wzorem vz(t) = 10 + 0,1e %% ¢ > 0; jego
przyS$pieszenie ay jest rtOwne

az(t) = U/Z(t) = (10 + 0,16_0’0”)’ _ —0,0016_0’0”,
PrzyS$pieszenie Zenka w chwili ¢ = 100 jest réwne

az(100) ~ —0,00037m /s>,

Przyklad: bieg Zenka — c.d.
Zenek biegnie z predkoscia v(t) = 10e~% ¢ > 0. Nalezy obliczy¢ przySpiesze-
nie (pochodng predkosci po czasie) Zenka w chwili ¢ = 100. Mamy:

'U/(t) — (106_070”)/ — 10(—0,1)6_070” — —0,16_070”,

v'(100) = —0,1e* = —0,03678794;  jednostka: m/s*.

Pochodne wyzszych rzedow

Pochodna funkcji f' w punkcie x, (o ile istnieje) bedziemy oznaczaé przez f”(z).
Analogicznie definiujemy trzecia pochodng funkcji f w punkcie zy (0znaczang
symbolem f ®) (x0)), czwarta pochodng f (4)(x0) funkcji f w punkcie x( (ozna-
czang symbolem f™ () itd.

Uwaga nt. terminologii Pochodna f'(z() — to pochodna pierwszego rzgdu funk-
cji f w punkcie xg, f”(xy) — to pochodna drugiego rz¢du funkcji f w punkcie
xo, f® () to pochodna trzeciego rzedu funkcji f w punkcie g itd.

Jesli droga przebyta przez punkt materialny poruszajacy si¢ ruchem prostolinio-

wym o zmiennej predkosci do chwili ¢ oznaczymy przez s(t), to przyS$pieszenie
w punkcie ¢y rozwazanego punktu materialnego bedzie rowna s” ().
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Pochodna funkcji zfozonej
Chcac obliczyé pochodng funkcji f(x) = e’ nalezy skorzystaé z nastgpujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 2. JezZeli funkcja f ma pochodnq wtasciwaq w punkcie xq i funkcja g
ma pochodnq wtasciwq w punkcie f(xy),
to

(t9(7@0))) =g/ (F (o)) f (o)

Przyklad

2

(e = (e )(—2z) = -2 &

Pochodna funkcji ztozonej: przypadek gdy funkcja wewnetrzna jest linio-
wa
Z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej wynika, ze:

(flaz+)) = a(f'(az + ).

W szczegdlnosci:

/
(e”) = ae”.

Pochodna funkcji logistycznej
Pochodna funkcji logistycznej

a
I = T e
jest réwna
() = (a)'(L+be) —a(l+be=)  abce™®
B (1 + be—ct)? (14 be—et)?’

Dlaa =40,b=51c = 0,5 oraz xg = 5 otrzymujemy

40-5-0,5 - 055
(1 + 5e055)2

['(xo) = = 4,126329.



Pochodna funkcji na przedziale

Definicja 3 (pochodnej funkcji na przedziale otwartym). Funkcja ma pochodnqg
wlasciwq na zbiorze wtedy i tylko wtedy, gdy ma pochodnq wtasciwg w kazdym
punkcie tego zbioru. Funkcje okreslonq na zbiorze, ktorej wartosci w punktach
x tego zbioru sq réwne f'(x) nazywamy pochodng wtasciwq funkcji na zbiorze i
oznaczamy przez f.

Pochodna na przedziale domknigtym B, zawartym w przedziale otwartym Z, na
ktérym funkcja ma pochodna, definiujmy w podobny sposéb.

W analogiczny sposéb okreslamy réwniez k-ta pochodna funkcji na przedziale B.
Powiemy, ze funkcja f jest k-krotnie rézniczkowalna na przedziale B (zawartym
w pewnym przedziale otwartym 7), jezeli dla funkcji f istnieje k-ta pochodna
przedziale B.

Pochodne wyzszych rzedow— przyklady
Dla f(z) = 2z (w tym przypadku obliczamy pochodne na przedziale Z = R)
mamy:

f'(x) = 327,

f"(x) = 6z,

f"(x) =6,
f™(z)=0dlan > 3.

Pochodne wyzszych rzedow— przyklady
Dla f(x) = /r = x'/? (w tym przypadku obliczamy pochodne na przedziale
7 = (0, 00) mamy:



