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Potegowanie

Dla dowolnej liczby dodatniej a oraz liczy wymiernej w = p/q
definiujemy:
a" = (a'/9P.

Symbol ,=" oznacza ,réwny z definicji”.

Powyzsza definicja ma sens takze dla a ujemnych, jesli g jest
nieparzyste.

Dla x niewymiernego mozemy obliczy¢ z zadang doktadnoscia
a* znajdujac wartosci a*1, a*2, ..., gdzie x,x oznacza
przyblizenie dziesietne liczby x wyrazone doktadnoscig do k
miejsc po przecinku. Obliczanie kolejnych wartosci a* nalezy
kontynuowa¢ do momentu, w ktérym btad przyblizenia

|a* — a*| bedzie mniejszy niz zadana liczba dodatnia.



Funkcja potegowa

Funkcja, ktéra przyporzagdkowuje argumentowi x € D, gdzie D
jest zbiorem liczb rzeczywistych lub jego odpowiednim
podzbiorem, potege xP, gdzie p jest liczba rzeczywista,
nazywamy funkcjg potegowa.

Zastosowania w naukach przyrodniczych Przy pewnych
zatozeniach mozna pokazaé, ze stosunek powierzchni ciata
zwierzat do ich masy jest proporcjonalny do odwrotnosci
trzeciego pierwiastka z masy (czyli do m~1/3, gdzie m oznacza
mase zwierzecia). Wynika stad, ze mniejsze zwierzeta musza
wiecej wysitku czasu wktada¢ w zdobywanie pozywienia niz
zwierzeta o wiekszej masie — por. [Wrz08, str. 71-72].



Funkcje wielomianowe

Funkcje
W(X) = qp +a1x+a2x2+--~ +aan
nazywamy funkcjg wielomianowa.
» fatwo mozna obliczy¢ ich wartos¢;

» moga opisac bogactwo ksztattow badanych obiektéw — w
naukach przyrodniczych i ekonomicznych.



Funkcja wykfadnicza

Dla a dodatniego i réznego od 1 definiujemy funkcje
f(x) = a".

Dziedzing funkciji jest zbidr liczb rzeczywistych R.
Funkcja wyktadnicza jest stosowana do modelowania proceséw
wzrostu populacji, rozpadu promieniotwérczego itd.



Funkcja logarytmiczna

Logarytmem o podstawie a, 0 < a # 1 z liczby dodatniej x
nazywamy liczbe rzeczywistg y, dla ktérej

a = x.

Funkcja logarytmiczna, dla ustalonej podstawy 0 < a # 1
przyporzgdkowuje argumentowi x > 0 logarytm log,, x.



Wriasnosci funkcji— parzystosé,nieparzystosc

Definicja (funkcji parzystej)
Funkcja f : X — Y jest parzysta, jesli dla kazdego x € X

—x e X oraz f(—x) = f(x).

Interpretacja geometryczna: funkcja jest parzysta, gdy os Oy
jest osig symetrii jej wykresu.

Definicja (funkcji nieparzystej)
Funkcja f : X — Y jest nieparzysta, jesli dla kazdego x € X

—xe€ X oraz f(—x)=—f(x).

Interpretacja graficzna: funkcja jest nieparzysta, jesli poczatek
uktadu wspotrzednych jest srodkiem symetrii jej wykresu.
Przyktady Funkcje f;(x) = cos x, f(x) = cos x + x? s3
parzyste; funkcje f3(x) = sin x, fy(x) = 2x3 sa nieparzyste.



Definicja (funkcji okresowej)
Funkcja f: X — R jest okresowa, jesli istnieje T > 0 takie, ze
dla kazdego x € X

xtTeX oraz f(x+T)=1f(x).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f. JeZeli istnieje
najmniejszy okres funkcji f, to nazywamy go okresem
podstawowym.



Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne sinus i kosinus sg funkcjami
okresowymi. Ich okres podstawowy jest rowny 27

Rysunek : Wykresy funkcji sinus i kosinus



Definicja
Zbior A C R bedziemy nazywac:

» ograniczonym z dotu, jesli istnieje dla niego ograniczenie
dolne, tj. jesli dla kazdego istnieje m € R takie, Ze dla
kazdego x € A mamy m < Xx.

» ograniczonym z gory, jesli istnieje dla niego ograniczenie
gorne, tj. jesli istnieje M € R takie, Zze dla kazdego x € A
mamy M > x.

» ograniczonym, jesli jest ograniczony z gory i z dotu.



Definicja (funkcji ograniczonej)
Funkcja f jest na zbiorze (bedacym podzbiorem jej dziedziny
Dy):
» ograniczona z dotu, jesli jej zbior wartosci jest ograniczony
z dotu;
» ograniczona z gory, jesli jej zbiér wartosci jest ograniczony
z gory;
» ograniczona, jesli jest zarowno ograniczona z dotu jak i z
gory.
Przyktady. (i) Funkcja f(x) = 1 na zbiorze (0, o0) jest
ograniczona z dotu, ale nie jest ograniczona z gory;
(i) funkcja g(x) = x? jest ograniczona na zbiorze [1,2)].



Definicja (funkcji rosnacej)
Funkcja f jest rosngca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1, X € A

f(x1) < f(x2) Jjesli x4 < Xo.

Definicja (funkcji malejacej)
Funkcja f jest malejgca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1,X € A

f(x1) > f(x2) Jjesli xy < Xo.



Definicja (funkcji niemalejacej)
Funkcja f jest niemalejgca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1, X0 € A

f(x1) < f(x2) Jjesli x4 < Xo.

Definicja (funkcji nierosnacej)
Funkcja f jest nierosngca na zbiorze A C Dy, jesli dla kazdych
X1,X € A

f(x1) > f(x2) Jjesli x4 < Xo.



Definicja (funkcji monotonicznej)

Funkcja f jest monotoniczna na zbiorze A C Dy, jesli jest
nierosngca lub niemalejgca na tym zbiorze; funkcje f
nazywamy Scisle monotoniczng, jesli jest malejgca lub rosngca
na tym zbiorze.



Ztozenie funkciji

Definicja

Niech X, Y, Y;,Z bedg podzbiorami R, Yy C Y oraz niech
f: X—=Y,g: Y1 — Z. ZtoZzeniem funkcji g i f nazywamy
funkcje (g o f): X — Z okreslong wzorem:

(gof)(x)=9g(f(x)) dla xeR.



Przyktady. (i) Dla f(x) = 2x + 1 i g(x) = 2x (dziedziny Dy i Dy
sa robwne R) ztozenie g o f bedzie réwne funkcji h(x) = 4x + 2,
Dy =R.

(ii) funkcja h(x) = sin(x?) moze by¢ wyrazona jako ztozenie
funkcji f(x) = x2 i g(x) = sin(x) :

h(x) =(gof)(x), Dn=TR;



Pojecie funkcji odwrotnej
Ztozenie h(x) = g o f(x) funkcji g(x) = log, x, gdzie dziedzina Dy jest
réwna zbiorowi liczb dodatnich i f(x) = 2%, D = R, jest rowna funkcji
identycznos$ciowej:

h(x)=(gof)(x)=x, Dp=R.

Uwaga Funkcja g(x) = log, x jest funkcjg odwrotng do funkcji f(x) = 2*.

Definicja (Funkcja odwrotna do funkcji $cisle monotonicznej)
Niech zbidr T bedzie odcinkiem, potprosta lub prosta. Niech f bedzie
funkcja scisle monotoniczng na swojej dziedzinie Dy = Z. Oznaczmy zbior
wartosci funkcji f przez Y. Funkcja odwrotng do f nazywamy funkcje h
speftniajgcg warunki:

» dziedzina funkcji h jest rowna Y’;

» zbidr wartosci h jest rowny T;

» dla kazdego y € Y jest spetniony warunek: y = f(x) = x = h(y).

Uwaga W bardziej ogélnej definicji funkcji odwrotnej do funkciji f
zaktadamy jedynie, ze funkcja ta jest roznowarto$ciowa.



Funkcje elementarne
Definicja
Funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje:
(a) stata, potegowa,wielomianowa, wyktadnicza, logarytmiczna,
trygonometryczne,...;
(b) wszystkie funkcje ktore mozna otrzymac z funkcji
wymienionych w punkcie (a) za pomoca skonczonej liczby
dziatan arytmetycznych oraz operacji ztozenia.
Przyktady. Funkcjami elementarnymi sa:
> funkcja f(x) = x%08X 4+ 14X,
» funkcja | - | zdefiniowana przez

P
l=—x x<O0;

zauwazmy, ze funkcja | - | moze by¢ przedstawiona jako
ztozenie h = g o f funkcji f(x) = x? oraz g(x) = V/x.



